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Introduccion

Desde siempre ha existido una relaciéon fundamental entre los conceptos de la Geometria y
el estudio del mundo fisico. El comportamiento de un sistema fisico estd regido por un campo
de vectores en un espacio de estados que determina su evolucién temporal. En los casos mas
simples, este espacio de fases puede identificarse con un conjunto abierto del espacio euclideo,
pero cuando se consideran casos mas complejos esto deja de ser cierto. Por ejemplo, los espacios
de fases dejan de ser abiertos cuando se introducen algunas restricciones. En cualquier caso,
estos espacios se presentan como abiertos euclideos de manera local, es decir, admiten a esta
escala sistemas coordenados, lo que supone una motivacion fisica para la introducciéon de las

Variedades Diferenciables.

No obstante, la Teoria de Variedades y la Geometria Diferencial no requieren de motivacion
externa que sustituya su interés puramente matemaético, pues son el resultado de los trabajos
que se vienen realizando en Geometria desde los Elementos de Euclides, que datan del ano 300
a.C. aproximadamente y que fijan el punto de partida con el problema del quinto postulado.
Desde el nacimiento en el siglo XVII del Céalculo Diferencial, impulsado principalmente por Isaac
Newton, se va generalizando el uso de técnicas diferenciales para la resolucién de problemas
geométricos, lo que da lugar a la disciplina conocida hoy en dia como Geometria Diferencial. Los
trabajos posteriores de Gauss, Lobachevski y Bolyai consolidan la Geometria no Euclidiana o
hiperbdélica y, a medidados del siglo XIX, Riemmann asienta los principios de lo que entendemos
por una geometria. Segiin Riemmann, para la construccion de una geometria es necesario dar
una variedad de elementos, sus coordenadas y una ley que mida la distancia entre elementos de la
variedad infinitamente proximos, para lo que supone que las partes infinitesimales de la variedad
se miden euclidianamente. Esta forma de concebir el espacio ha evolucionado con el tratamiento
dado en los trabajos de Ricci y Levi-Civita, hasta lo que que hoy denominamos como variedad
Riemmaniana. La definicién que actualmente utilizamos de Variedad Diferenciable se atribuye
a Hassler Whitney, que en 1936 consideré una variedad como una serie de piezas euclidianas

pegadas con funciones diferenciables.

Ademas de su interés intrinseco, el conocimiento de las Variedades Diferenciables ha adquiri-
do una utilidad esencial en un creciente niimero de dreas de las Matematicas. Esto no sorprende,
pues las Variedades Diferenciables son objetos subyacentes en el estudio de buena parte del
Célculo avanzado y el Andlisis. Ciertamente, temas como las integrales de superficie o los Teo-

remas de Stokes y Green encuentran su formulacién mas natural en la Teoria de Variedades.
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En esencia, la Geometria Diferencial es una técnica que, mediante métodos diferenciales, da
respuesta a numerosos problemas matematicos y que puede ser completada con las herramientas
necesarias hasta la Geometria Riemmanniana, que unifica las Geometrias Euclidiana, Proyectiva
e Hiperbdlica. También deja el camino abierto para introducir la llamada Geometria pseudo-
Riemmanniana, que constituye el marco matemaético adecuado para el estudio de la Teoria de

la Relatividad.

Este trabajo supone un primer acercamiento a la Geometria Diferencial, sentando una base
solida y detallada de los fundamentos de la Teoria de Variedades Diferenciables. Esta rama ha
adquirido una relevancia especial en los temas actuales de investigacién, tanto en la Mateméatica
pura como en varias areas de la Fisica tedrica. Presentamos aqui las bases de la Geometria
moderna, con una construccién que prioriza el punto de vista topolégico y que, ademés de
introducir los conceptos fundamentales, deja entrever el horizonte al que estos conducen con la

presentacién de algunas variedades de importancia.

La estructura principal del trabajo consta de cinco capitulos. El primero de ellos introduce
los conceptos mas bésicos y el marco necesario para la construcciéon de una variedad diferencia-
ble, cuya estructura topoldgica se estudia en detalle en el capitulo sucesivo. El tercer capitulo
desarrolla la Teoria de diferenciacién, presentando el espacio tangente a una variedad y genera-
lizando ciertos resultados del Calculo Diferencial. La Teoria de subvariedades sera introducida
en el capitulo cuarto, analizando cémo surgen estas estructuras a partir de las inmersiones y
embebimientos. Por ultimo, el capitulo final estudiara detalladamente el caso de las varieda-
des cociente, que aportaran un nuevo punto de vista mediante la introduccién de elementos

puramente algebraicos.
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Capitulo 1

Introduccion a las variedades

diferenciales

La nocién de variedad diferenciable surge como caracterizacion de los espacios que localmente
se parecen a R™. El modo de describir esta correspondencia sera lo que fije la construccién
precisa del concepto, que puede tener como motivacién la relevancia del espacio R™ como modelo
topolodgico del espacio euclideo n-dimensional o la definicién de funciones diferenciables entre
conjuntos arbitrarios. En nuestro caso, se tomara un conjunto no vacio sobre el que se construird
una estructura diferenciable. Partiendo de los minimos axiomas iniciales veremos, en el capitulo
posterior, como un caracter de homeomorfismo local surge de manera natural a partir de la
construccién que mostramos en el presente capitulo. Se incluye ademas una coleccién de ejemplos
que permiten una mejor comprensién de este tipo de estructuras y un acercamiento a algunas

variedades diferenciables con mayor relevancia en teorias mas complejas.

1.1. Construccion de una variedad diferenciable

Definicién 1.1.1. Una carta n-dimensional sobre un conjunto no vacio X es un par (O, ¢) don-

de O C X y ¢ : 0 — R" es una aplicacién inyectiva cuya imagen ¢(O) es un abierto en R™.

Nota 1.1.1. Al dominio O se le denomina entorno coordenado. Si denotamos por P; : R" — R
a la proyeccién i-ésima en R", las aplicaciones coordenadas asociadas a la carta (O, ¢) se definen
como z; = P; o p. De este modo, cada punto p € O tiene asignadas unas tinicas coordenadas en

en la carta (O, ) dadas por (z1(p),...,zn(p)).



CONSTRUCCION DE UNA VARIEDAD DIFERENCIABLE 2

Definicién 1.1.2. Se dice que dos cartas n-dimensionales (O1, ¢1), (O2, p2) sobre un conjunto

no vacio X son compatibles si se da alguna de las condiciones siguientes:

i) 01N 0Oy =0

it) O1NO2# 0, 1(01 N O02) y v2(0O1 N O2) son abiertos en R™ y la aplicacién
p1o@y " 1 pa(01N02) — 1(01 N Oy) (1.1)

es un difeomorfismo.

Figura 1.1: Cartas compatibles sobre un conjunto no vacio X.

Definicién 1.1.3. Un atlas n-dimensional A sobre un conjunto no vacio X es una coleccién de
cartas n-dimensionales {(O;, ¢;) : i € I} tal que {O;};er es un cubrimiento de X y todo par de

cartas de A es compatible.

Definicion 1.1.4. Sea X un conjunto no vacio y .4 un atlas n-dimensional sobre X. Se llama

subatlas n-dimensional de A sobre X a cualquier A" C A tal que A’ es un atlas.

Teorema 1.1.1. Dado un conjunto no vacio X y A= {(O;, ;) : i € I} un atlas n-dimensional
sobre X, existe un unico atlas n-dimensional ) sobre X tal que A C 2, verificando ademds que
Q es un atlas mazximal en el conjunto de todos los atlas n-dimensionales sobre X ordenados con

la relacion de contenido.

Demostracion. Sea () el conjunto de todas las cartas n-dimensionales sobre X compatibles con

todas las cartas de A:

Q={(0,9): (0,p) carta n-dimensional sobre X compatible con (O;, ;) YieI}. (1.2)
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Veamos en primer lugar que €2 es un atlas. Como A es un atlas y A C €, pues las cartas de
A son compatibles consigo mismas al ser A un atlas, es claro que € cubre X, de modo que basta
ver que todo par de cartas (O, @1), (Oz, @) de Q es compatible. Supongamos O N Oz # () (en
otro caso ya estarfa) y veamos en primer lugar que los conjuntos &1(O1 N Os) vy G2(O1 N O3) son

abiertos en R".

Sea € ¢2(01N0O). Como A cubre X existird una carta (O, ¢) € A tal que p = @, *(z) € O,
de modo que p € O N Oy # 0y, como (Og,P2) es compatible con todas las cartas de A, la

aplicacion
po @y $2(0NOz) — p(0ONOy) (1.3)

es diferenciable de clase C*°. El subconjunto ¢2(ON O1N O~2) es la antiimagen por la aplicacion
1.3 de (O N O; NO2) = p(0ONO;1) N (0N Os), que es abierto en R™ por la mencionada
compatibilidad de cartas. Asi, $2(O No1N (52) es un abierto que contiene a x. Como el conjunto
de los dominios de las cartas de A cubre X, cubrird en particular O; N Os. Asi, si O = {O;}ies

es un cubrimiento de O; N Os formado por dominios de cartas de A,

$2(01N02) = |J ¢2(0N @1 N @), (1.4)
0ec0
luego 952((51 N O~2) serd un abierto en R"™ por ser una unién arbitraria de abiertos. Andlogamente

se prueba que 4,51(O~1 OO~2) es un abierto de R™. Probemos en segundo lugar que las aplicaciones:
G10¢y " 1 ¢2(01N02) — 31(01N0y)  y  Fao@r :31(01N0z) — $2(01 N O2) (L5)

son diferenciables de clase C*°. Por lo probado hasta ahora, podemos tomar un entorno abierto

V de x tal que x € V . C @2(O N O N 62). De este modo, la aplicacién

Grogy !V — $1(01 N Oy) (1.6)

es diferenciable de clase C*° pues, cuando el dominio es V, se tiene que @1 o ¢, L—@iopto

PO Py L'y, como hemos visto, 31 0o~y @o Dy ! son diferenciables de clase C* en los dominios
correspondientes. Como esto es valido para todo x € @2(61 N Og), la aplicacién es diferenciable

de clase C'*° en el dominio original. El razonamiento es andlogo para demostrar que ¢, o gbl_l es
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diferenciable de clase C*°. Ya se tiene entonces que todas las cartas de €2 son compatibles y, por

tanto, que {2 es un atlas n-dimensional sobre X.

Una vez probado que €2 es un atlas, la demostracion de la maximalidad se sigue de forma
inmediata: toda carta sobre X compatible con todas las cartas de {2 serd en particular compatible

con todas las cartas de A, de modo que estara en (2 por definicién.

Para probar la unicidad, consideramos €’ otro atlas n-dimensional sobre X conteniendo a
A. En este caso, toda carta de € seria compatible con las cartas de A C Q' y, por tanto,

A C Q' C Q. Pero © es por hipétesis maximal, de modo que ' = Q. O

Definicién 1.1.5. En las condiciones del Teorema anterior, se dice que el atlas n-dimensional €2
proporciona a X estructura diferenciable. El par (X, Q) recibe el nombre de variedad diferenciable

n-dimensional y las cartas del atlas €2 se llamaran cartas de la variedad.

El teorema anterior establece que para definir una estructura diferenciable sobre un conjunto
X basta con encontrar un atlas cualquiera sobre el mismo, quedando univocamente determinado
un atlas maximal. Resulta interesante en este punto preguntarse cuando dos atlas sobre un

conjunto determinan sobre este una misma estructura diferenciable.

Definiciéon 1.1.6. Dos atlas n-dimensionales A; y A2 sobre un conjunto no vacio X se deno-

minan equivalentes si su unién es un atlas n-dimensional sobre X.

Proposicion 1.1.2. Dos atlas n-dimensionales sobre un conjunto no vacio X son equivalentes

si y solo si determinan la misma estructura diferenciable sobre X.

Demostracion.

Si A; U As es un atlas n-dimensional sobre X, por el Teorema 1.1.1 existe una unica
estructura diferenciable 2 sobre X tal que A; U Ay C Q, es decir, tal que A; C Qy Az C Q.
Asi, Ay y As estdn contenidos en el mismo atlas maximal n-dimensional sobre X, que es unico,

luego ambos atlas determinaran la misma estructura diferenciable.

Sea ahora (Q la estructura diferenciable sobre X que determinan A; y As. Como A; C
y Ay C €, todas las cartas de A; y Ay estdn contenidas en 2, que es un atlas, luego seran
compatibles entre si. Asi, como A; U As cubre claramente X, la uniéon A; U As es un atlas

n-dimensional sobre X. O
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1.2. Ejemplos de variedades diferenciables

Veamos en primer lugar que todo espacio vectorial real de dimensién finita n admite una

estructura diferenciable n-dimensional.

Ejemplo 1.2.1. Sean E un R-espacio vectorial de dimensién finita y {e1,...,e,} una base
de dicho espacio. El par (F, ), donde ¢ es la aplicacién que asocia a cada elemento de E sus
coordenadas respecto a la base {e1,...,e,}:

p: B — R"

(1.7)
arer + - anen, — (g, ..., ),

es una carta n-dimensional sobre E, pues ¢ es inyectiva y la imagen ¢(E) = R™ es un abierto.
Como el entorno coordenado cubre E, {(E, )} es un atlas n-dimensional sobre E que inducira

una unica estructura diferenciable n-dimensional.

Veamos que esta estructura diferenciable no depende de la base elegida. Sea {e], ..., e} } otra
base de FE'y ¢’ la correspondiente aplicacién que asigna a cada v € F sus coordenadas respecto
a dicha base. Para ver que los atlas {(E, @)} y {(F,¢')} son equivalentes veamos que su unién
es un atlas n-dimensional sobre E, es decir, que las cartas (E, ¢) y (E,¢’) son compatibles. Los
conjuntos p(F N E) = ¢'(EN E) = R™ son abiertos, luego basta ver que las aplicaciones de

cambio de carta son diferenciables de clase C'°°. Si el cambio de base viene dado por
n
€; — Zai]’(ﬁ;, (18)
j=1
la aplicacién ¢’ o o~ : R®” — R™ acttia como:

n n
((P/ o (,0_1)<1'1, . ,xn) = (p/(xlel + .. 'xnen) = (p/ 1 Z alje;- +---+xy Z aneg- =
=1 j=1

n

n n
=@ [ D (z1aji + -+ + znan;)e; | = (Z xzauzxzam) :
i=1 =1

j=1

! es claramente diferenciable de clase C™®. Asi, (E,¢) y (E,¢') son compatibles y

luego ¢’ o ™
por tanto los atlas {(F, )} y {(E,¢’)} inducen la misma estructura diferenciable n-dimensional

sobre FE.
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Ejemplo 1.2.2 (Matrices reales n x m). Un caso particular del ejemplo 1.2.1 es el espacio
vectorial real de las matrices nxm, My xm(R). En este caso, se considera la carta (M xm(R), ¢),
donde ¢ asignard a cada matriz A € M, (R) una nm-tupla con sus entradas ordenadas:

: Mpsxm(R — R™™
2 X ( ) (1‘9)

A = (aij)1<i<ni<j<m = (@11, 010,021, ., G20, -, Qml, - - 5 Gmn)-

El atlas nm-dimensional {(Myxm(R),¢)} corresponde efectivamente con el atlas del ejemplo
1.2.1, pues la aplicaciéon ¢ hace corresponder a cada matriz A de M, xm,(R) sus coordenadas
respecto a la base {E;;}, 1 <i<n, 1< j<m, donde cada E;; es una matriz n x m con ceros

en todas sus entradas excepto un 1 en la posicién 5.

Ejemplo 1.2.3. Considérese ahora la circunferencia unidad en R? centrada en el origen:

S' = {(cost,sint) € R?:t € R}, (1.10)
los conjuntos:
O; = {(cost,sint) e R?: —m <t < 7} Oy = {(cost,sint) e R?: 0 <t < 2r}, (1.11)
y las aplicaciones:
p1: 0, —— R p2: 0y —— R (1.12)
(cost,sint) — t (cost,sint) — t

Los pares (O1, 1) v (O2, 02) son cartas 1-dimensionales sobre S', pues @1 y @2 son inyectivas y
las iméagenes ¢1(01) = (—m,m) y p2(02) = (0,27) son intervalos abiertos de R. Ademés, como
©1(01 N O2) = p2(0O1 NO2) = (0,7) es abierto en R y los cambios de carta:

¥1 OSDQ_I: (0777) — (0777) 9020S01_1: (0777) — (0777)

(1.13)
t — t t — t

son diferenciables de clase C*°, {(O1, 1), (O2,¢2)} es un atlas 1-dimensional sobre S!, que

induce una Unica estructura diferenciable.
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Ejemplo 1.2.4. La esfera S™ se define como el conjunto:
S"={(z1,- s zap) ER i 422 = 1), (1.14)

Denotando por N y S a los polos norte y sur de la esfera respectivamente, es decir, a los
puntos N = (0,...,0,1) y S =(0,...,0,—1) = —N, consideramos los conjuntos O; = S"\{N},
02 = S™\{S} y las aplicaciones ¢; : O — R", 3 : O3 — R" definidas como:

z Zn
¢1(Z1,...,zn+1):( L ) (1.15)

L—zpy1’ 71— zpp
21 Zn
= . 1.16
02(21, -5 Zny1) <1+2n+1’ ’ 1+2’n+1> ( )

(0,-1)

Figura 1.2: Proyecciones estereogréaficas de un punto de la esfera desde los polos norte y sur
sobre el plano ecuatorial.
La aplicacién 1.15 es la proyeccién estereografica de O7 desde el polo norte sobre el plano
ecuatorial, y 1.16 es la proyeccion estereogréafica de Oy desde el polo sur sobre el mismo plano.
Ambas son biyectivas, luego los pares (O1,p1) v (O2,p2) son cartas n-dimensionales sobre

S™. Los entornos coordenados cubren la esfera y, si denotamos las funciones coordenadas por

(1., 2n) y (Y1,-..,yn) respectivamente se tiene:

2 2 2

2 2 At tz 1=z L+ 2n41

z1(21, .y 2pt1) + o F 2o (21, -5 Zntl) = = = , 1.17

1( n+ ) n( n+ ) (1_Zn+1)2 (1_Zn+1)2 1— 2y ( )
2 2 2
2+ -+ 2 1—-=z2 1-=2

Ui (21, znt) + o Y21, Zag) = ;= = L (118)

(1+ zn41)? (1+2n+1)% 142541



EJEMPLOS DE VARIEDADES DIFERENCIABLES 8

de manera que los cambios de carta vienen dados por:

propyts R0} — R"M{0}

Y1 Yn

(1.19)
W1 osm) (y%+---+y% ey yf+---+y%) ’

paoprts  RM{0}  — R™M{0}
(1‘1, s 7x") — (a:%-i—xl-f—x% v x%-&-xn-‘rl’%) ’

que son aplicaciones diferenciables de clase C* cuyo dominio es el abierto R™\{0}. Asi, el

(1.20)

conjunto {(O1, 1), (O2,2)} es un atlas n-dimensional sobre S™ que recibe el nombre de atlas

estereogrdfico y que induce una tunica estructura diferenciable sobre S™.

Ejemplo 1.2.5 (Variedad producto). Sea (X,{)x) una variedad diferenciable n-dimensional,
con Qx = {(Oj,¢i) : i € I} y (Y,Qy) una variedad diferenciable m-dimensional, con Qy =

{(Vj,4;) : 5 € J}. Entonces, los pares {(O; x Vj, pitp;) i € 1,j € J}, donde

Oi X ij = {(p7 q) 'pe Ozaq € VY]}? (121)

y las aplicaciones ;1); se definen como:

QOZ'@ZJJ‘Z OZXV} — Rn+m
(r,a) > (0i5)(p,a) = (pi(p), ¥i(q)),

(1.22)

son cartas m + m-dimensionales sobre X x Y. En efecto, las aplicaciones ¢;1; son claramente
inyectivas y las imédgenes (;4;)(0; x V;) = ¢i(0;) x 1j(V;) son abiertos en R"*"™ por serlo
©i(0;) en R™ y 1;(V;) en R™. Por otro lado, {O; x V; : i € I,j € J} cubre X x Y por ser
{O; i € I} un cubrimiento de X y {Vj : j € J} un cubrimiento de Y. Ademés, dadas dos cartas

con dominios disjuntos (O; x V, pi0;), (O; x V;, @iab;), los conjuntos

j))
j))

son abiertos en R™™ por serlo ¢;(0; N O;) y $i(0;NO;) en R™ y 4;(V; x V;) v 4;(V; N V) en

<

4,01‘1/)]' ((Ol X V}) N (O~z X

gﬁﬂ/;j ((Ol X V}) N (ONZ X

Wi

Gi; ((Oi NO;) x (V; N VJ)) = @i(0: N O;) x P;(V; NV)),

I
AS)
<
—

S
D)
[
X
=
D)
=
=
I
1S
L
D)
)
X
&
=
D)
=

<

R™. Finalmente, los cambios de carta:

~ 1

pibj o (Bihy) ™t = (pio G D@01 ),
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Gty o (piy; ) = (Fio @y (W o9y h),

son diferenciables de clase C* por ser producto de aplicaciones diferenciables C*°. El conjunto

{(OxV,p9) : (0,9) € Qx, (V,¥) € Qy} (1.23)

determina asi un atlas n +m-dimensional sobre X x Y. La variedad diferenciable inducida recibe

el nombre de variedad producto.

Ejemplo 1.2.6 (Cilindro). Veamos un caso particular de variedad producto a partir de dos
variedades diferenciables conocidas. Considerando la circunferencia S! del ejemplo 1.2.3 y la
variedad 1-dimensional (R, {(R,Idr)}), la variedad diferenciable 2-dimensional S x R es un

cilindro en R3.

R3 .
: R

L :
— | >

OxR ¢ ldg T o

,‘/_\

//’___\
S

______ = e

R
0
/‘

- -T2 =

&_/
leR _ (szdR

Ek_//

Figura 1.3: Cilindro en R3 construido como la variedad producto S* x R.

De acuerdo al ejemplo 1.2.5, las cartas de la variedad producto S! x R seran los pares

(01 X R, p11dR), (02 x R, ¢2ldr), donde los entornos coordenados

01 x R ={(cost,sint,z): —7m <t < m,t € R} (1.24)

Oz x R = {(cost,sint,z) : 0 <t < 2m,t € R} (1.25)
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son cilindros en R? sobre el eje z y de radio 1, a los que se les sustraen las rectas {(—1,0,2) : z €
R}y {(1,0,2) : z € R} respectivamente, y las aplicaciones de las cartas llevan dichas regiones

a las bandas (—7,7) x Ry (0,27) x R de R?:

(plldR: 01 xR — R2 gOgIdRi 02 xR — R2 (1 26)

(cost,sint,z) +—— (t,2) (cost,sint,z) > (t,2).

Asi, el cilindro en R? queda construido como la variedad diferenciable 2-dimensional S x R..

Ejemplo 1.2.7 (Variedades de Grassmann). Se denomina p-plano en R™ a un subespacio vec-
torial de R™ de dimensién p. Cada p-plano en R"™ esta determinado por un conjunto ordenado de
p vectores de R linealmente independientes o, equivalentemente, por una matriz real n x p, A,
de rango p, que llamaremos matriz representante. Otra matriz real n x p, B, representa el mismo
p-plano si B = AT para alguna matriz p X p, real e invertible 7. Construyamos una estructura

diferenciable sobre el conjunto de todos los p-planos en R", que denotaremos por G(p, R™).

Sea m € G(p, R™) con matriz representante A. Es claro que A tendra p filas linealmente inde-
pendientes, supongamos en primer lugar que dichas filas son las p primeras. Entonces, cualquier
matriz representante de 7 tendra las p primeras filas linealmente independientes, en particular,

la matriz representante candnica:

p= (1.27)

VA

donde I, es la matriz identidad p x p y Z = (Z;;) es una matriz (n — p) x p. Cada p-plano en las
condiciones anteriores tiene asociada una tnica representante en la forma 1.27, luego podemos

definir una biyecciéon que asigne a cada p-plano las p-primeras filas linealmente independientes de

cualquier matriz representante suya, que designaremos mediante la tupla (211, 212; - - - , 2(n—p)p)-
Generalicemos ahora la construccién anterior. Sea # € G(p,R") y a = {au,..., o} con
1 <o <ag <--- < <nel conjunto de las posiciones de las p filas que son linealmente

independientes en cualquier matriz representante suya. El p-plano m admite por tanto una matriz
representante canonica, P,, tal que fila a;-ésima es un vector de ceros con un 1 en la posiciéon
a;, con i = 1,...,p. El resto de filas Z, se usan para definir una correspondencia de manera

analoga a lo anterior, que asigna al p-plano las (n — p)p entradas ordenadas de Z,,.

Para cada coleccién a de p enteros estrictamente ordenados entre 1 y n, definimos el conjunto

U, de los p-planos en R” cuyas matrices representantes tengan p filas linealmente independientes
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en las posiciones dadas por « y la aplicacién ¢, que asigna a cada p-plano la tupla de R (PP
dada por las entradas ordenadas de Z,. Como la matriz representante canénica P, es tinica para
cada p-plano de U,, las aplicaciones ¢q : Uy — R PP son inyectivas. Para cada elemento de
R (PP puede construirse una tnica matriz Py, es decir, un tnico p-plano en U,. Asi, cada ¢

es una biyeccién, su imagen es el abierto R P y los pares del conjunto:
A ={(Uq, ¢a) : @ es un conjunto de enteros estrictamente ordenados entre 1y p} (1.28)

son cartas (n—p)p-dimensionales sobre G(p, R™). Veamos que A es un atlas (n—p)p-dimensional
sobre G(p, R™). Los entornos coordenados cubren G(p, R™), pues todo p-plano tiene una matriz
representante con p-filas linealmente independientes. Sean (Ua, @), (Us, ¢g) dos cartas de A
tales que Uy NUpg # (. Sea m € U, NUg y P, su matriz canénica representante. Denotamos por
Y, la submatriz de P, formada por las filas 3 y por W,z la formada por las filas restantes. La
aplicacién:

fop: ROPP o R

(1.29)
Ya(m) = det(Yyp)

es claramente continua. Como m € U,NUpg siy solo si det(Y,5) # 0, pa(UaNUg) es la antiimagen
por fus del abierto R\{0}, luego ¢ (Us N Us) es un abierto de R(™ PP, Con un razonamiento
analogo se tiene que pg(U, N Ug) es también un abierto en R(™PP_Como las componentes de
@s(m) se obtienen a partir de la matriz Zg = WagYa_ﬂl, el cambio de carta pgop, ! es una funcién
racional (cada entrada de Zg se obtiene evaluando en las componentes de ¢, (m) un cociente de
polinomios con (n — p)p indeterminadas). Igualmente, ¢, o (pgl es una funcién racional. Como
este tipo de funciones son diferenciables de clase C*°, todo par de cartas de A es compatible y
por tanto A es un atlas (n — p)p-dimensional sobre G(p, R™). La variedad diferenciable (n —p)p-
dimensional (G(p,R"),Q¢) que queda univocamente determinada por A recibe el nombre de

variedad de Grassmann.

El caso més sencillo de una variedad de Grassmann es el espacio de los 1-planos de R™*1,
que recibe el nombre de espacio proyectivo real y se denota por P*(R) = G(1, R"™1). El espacio
proyectivo real es una variedad diferenciable n-dimensional cuya estructura diferenciable puede

construirse a partir de un atlas de n + 1 cartas.

Ejemplo 1.2.8 (Variedades de Grassmann complejas). Un p-plano en C" es un subespacio

vectorial de dimensién p del C-espacio vectorial C™. Denotando el conjunto de p-planos en
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C" por G(p,C™), podemos construir sobre él una variedad diferenciable de manera similar al
ejemplo anterior. En este caso, cada p-plano vendra representado por una matriz compleja n X p
de rango p o, equivalentemente, por una tnica representante canénica de la forma 1.27, donde
Z es ahora una matriz compleja (n — p) x p. Igualmente, para cada conjunto a de enteros
estrictamente ordenados entre 1y p, consideramos el conjunto U, de los p-planos cuyas matrices
representantes tienen las filas dadas por « linealmente independientes. Dichas filas determinan
la submatriz Z,, cuyas entradas ordenadas son la imagen del p-plano por la correspondencia
Yo : G(p,C") — C(=P)P_ definida de manera anéloga al ejemplo anterior. Si consideremos

ahora la identificacién canénica k : C"~PP — R%(»—P) dada por:
k(a1 +ib1, ..., am—pyp + bm_pyp) = (@1,b1,- -, G(n—p)ps On—p)p)> (1.30)
la aplicacién:
Po =k oy : Uy — R#POP) (1.31)

es una carta 2p(n—p)-dimensional sobre G(p, C™), pues es composicién de aplicaciones inyectivas
y su imagen es el abierto R?P("~?), Razonando de manera idéntica al ejemplo anterior, el conjunto

de cartas:

A" = {(Ua, o) : @ es un conjunto de enteros estrictamente ordenados entre 1y p}  (1.32)

forma un atlas 2p(n — p)-dimensional sobre G(p, C™), que determina una tnica estructura dife-
renciable. La variedad diferenciable 2p(n—p)-dimensional resultante recibe el nombre de variedad

de Grassmann compleja.

El caso mas sencillo de variedad de Grassmann compleja es el conjunto de 1-planos en
C"tl, que se denomina espacio proyectivo complejo. Se trata de una variedad diferenciable 2n-

dimensional y se denota por P*(C) = G(1,C"*1).



Capitulo 2

Estructura topolégica de una

variedad diferenciable

La construcciéon de una estructura diferenciable permite definir el concepto de funcién dife-
renciable entre dos conjuntos. Esta generalizacién es el punto de partida elemental de muchas
extensiones trascendentales de la Matemaética clasica, tanto en Anélisis como en Geometria, que
cuentan con un gran numero de aplicaciones. En este capitulo, veremos cémo cada estructura
diferenciable determina de manera natural una estructura topoldgica, que permite introducir
la nocién de continuidad. Esta topologia dard a las cartas el caracter de homeomorfismos loca-
les, siendo ademas la tinica que puede verificar esta condicion. Estudiaremos sus propiedades y
terminaremos analizando el caso de las variedades paracompactas, que justifican algunas de las

restricciones topolégicas que suelen imponerse en buena parte de los textos clasicos.

2.1. La topologia inducida por la estructura diferenciable

Proposiciéon 2.1.1. Sean (X, (2) una variedad diferenciable n-dimensional y (O, ) una carta
de la variedad. Si W C O es tal que ¢(W) es abierto en R", entonces (W, ¢|y) es una carta de
0.

Demostracion. Hay que probar que (W, p|w) es una carta y que ademds es compatible con
todas las cartas de la variedad. Lo primero es inmediato por la hipdétesis y porque la restriccion
olw : W — (W) es biyectiva por serlo ¢. Sea ahora (O1, 1) una carta de €2, supongamos

que Oy NW # () y veamos que es compatible con (W, ¢|w ). En primer lugar:

13
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. O—l
o w: elwWno) L eWno) ¥ w1 (0n0) 25 ei(Wnoy)
(wl,...,:cn) — (ml,...,xn) — (yl,...,yn) — (yl,...,yn)

1 es diferenciable de clase C°°, luego su composicién

Por ser (O1,¢1) v (O, ¢) compatibles p10¢™
con las aplicaciones restriccion e inclusién también lo serd. Analogamente ¢ o apfl es también
diferenciable de clase C*°, luego falta ver que los conjuntos (W NO1) y ¢1(WNO;) son abiertos
en R"™. El primer caso es directo, pues o(WNO1) = o(W)Ne(ONO,). Para el segundo, notemos
que ©1(W N O1) es la antiimagen por la aplicacién continua @1 o ¢~ del abierto (W N Oy),

luego ya queda probado el resultado. O

Proposicién 2.1.2. Sea (X, Q) una variedad diferenciable n-dimensional, con Q@ = {(O;, ;) }icr-
Entonces, el conjunto de todos los dominios de las cartas, B = {O;}icr, es una base para una

topologia en X.

Demostracion. La coleccién B tiene que satisfacer las condiciones siguientes para ser base de
una topologia en X:
i) X=UO;
oeB

i1) Sixz € O1NO2 con 01,05 € B, entonces 30 € B tal que z € O C O1 N Os.

El primer punto es trivial por ser €2 un atlas. Para el segundo basta probar que O; N O € B,
es decir, que O1 N O es el dominio de una carta de 2. Esto es inmediato porque, debido a la
compatibilidad de (O1,¢1) ¥ (O2, p2), ¢1(0O1 N O32) es un abierto de R™. Usando la proposicién,
2.1.1 (01 N O2,¢1]01n0,) €s una carta de €. O

Este resultado nos dice que al dotar a un conjunto no vacio X de una estructura diferenciable,
dicha estructura induce inmediatamente una topologia en X que tiene por base a los dominios

de las cartas de la variedad. Esta topologia se llama topologia inducida y la denotaremos por
TX-
Proposicién 2.1.3. Sea (X, ) una variedad diferenciable n-dimensional. Las aplicaciones de

las cartas (O, ) de £ son homeomorfismos.

Demostracion. Sea (O, ¢) una carta de €. Puesto que por hipétesis ¢ : O — ¢(O) es biyectiva,

probaremos que ¢ es un homeomorfismo viendo que es abierta y continua. Para lo primero basta
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comprobar que las imagenes de los abiertos de la base de 7x son abiertos en R™. Sea W C O
abierto bésico de 7x. W serd el dominio de una carta (W, ¢, ) de €, que serd compatible con

! es de clase C*° y su dominio (O NW) = (W) serd abierto en

(0, ¢) de modo que ¢, 0@~
R". Para ver que ¢ es continua, sea U un abierto de ¢(O) y veamos que W = o~ (U) es abierto.
Como W = o 1 (U) = ¢ (U N p(0)), con U un abierto de R™, tenemos p(W) = U N ¢(0),
que es abierto en R" por serlo U y ©(O). W satisface asi las condiciones de la proposicién 2.1.1,

luego (W, | ) es una carta de € y su dominio serd un abierto bésico. O

Cabe ahora preguntarse qué ocurre si el conjunto X de la variedad viene acompanado de
una topologia 7. Se pretende probar que es posible pasar de unos abiertos a otros a través de
las cartas de €, es decir, a través del espacio euclideo, construyéndose asi una relaciéon entre
las topologias que existe gracias a la estructura diferenciable y que sera més fuerte cuanto mas

localmente homeomorfo a R™ sea el espacio (X, 7).

Proposiciéon 2.1.4. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y (X,€2) una variedad diferenciable n-
dimensional. Entonces, 7 = 7x si y solo si la aplicaciones de las cartas de €2 son homeomorfismos

en la topologia de (X, 7).

Demostracion.
Basta notar que por la proposiciéon 2.1.3 las aplicaciones de las cartas son homeomorfismos

en la topologia inducida.

Supongamos que las aplicaciones de las cartas de Q2 son homeomorfismos en (X, 7) y veamos

que 7x = 7 por doble contenido:

Sea U un abierto de 7x, de modo que U = |J O; para una coleccién {O;}cs de abiertos
Jje€J
bésicos de Tx. Entonces,

U0i = Ue; ' (9i(05) (2.1)
jeJ jeJ

al ser cada O; el dominio de una carta (Oj, p;) de Q. Asi, cada ¢;(0;) es abierto y, como cada
¢; es un homeomorfismo, goj_l(wj(Oj)) serd T-abierto y la unién U de todos ellos también lo

sera.

Sea ahora U un abierto de 7 y veamos que es abierto en 7x. Como los dominios {O; }ier

de las cartas de €2 cubren X, para cada p € U existird una carta (Op,pp) tal que p € O,
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siendo O, un abierto basico de Tx y, por el contenido anterior, también un abierto de 7. Asi,
la intersecciéon O, N U C O, serd t-abierta y, como ¢, es por hipétesis un homeomorfismo,
¢p(OpNU) serd un abierto de R". Por la proposicién 2.1.1, (O, NU, ¢p|o,nv) serd una carta de
Q y por tanto O, N U un abierto basico de 7x. Como esto es valido para todo p € U, la unién

U= U UnNQO, serd Tx-abierto por ser unién de abiertos basicos. O
pelU

Este resultado tiene una relevancia especial: si las cartas de la variedad son homeomorfismos,
es decir, si (X, 7) es localmente homeomorfo a R™, entonces la topologia que induce la estructura

diferenciable coincide con la topologia original del espacio.

2.2. Aplicaciones entre variedades diferenciables

Definicién 2.2.1. Sean (X, {2x) una variedad diferenciable n-dimensional, (Y, Q2y') una variedad
diferenciable m-dimensional, p € X y F': X — Y una aplicacién. Se dice que F' es diferenciable
en p si existen cartas (O1,p1) € Qx, (O2,02) € Qy con p € O1 y F(O1) C Oy tales que la

aplicacion

A

F=py0Fo gpl_l t01(01) — v2(02) (2.2)

es diferenciable de clase C*° en ¢(p). La aplicacién 2.2 se denomina representante local o

representante en coordenadas de F en p.

Definiciéon 2.2.2. En las condiciones de la definicién anterior, se dice que la aplicacion F' es

diferenciable si es diferenciable en p para todo p € X.

La diferenciabilidad en punto de una aplicacién entre variedades diferenciables depende, como
se ha introducido, de la existencia de un representante local en el punto diferenciable de clase
C®°. Es claro que esta definicién perderia rigidez si la aplicacién admitiera otro representante
local en el mismo punto que no fuera diferenciable de clase C*°. El siguiente resultado garantiza,

como era de esperar, que esta situacién no es posible.

Proposiciéon 2.2.1. Sean (X, {lx) una variedad diferenciable n-dimensional, (Y, €y ) una va-
riedad diferenciable m-dimensional, p € X y F : X — Y una aplicacién. Si F' tiene un
representante local en p diferenciable de clase C'°, entonces cualquier representante local de F'

en p es diferenciable de clase C*°.
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(Xr82) (Y,

- ¢2(F(p))
¢,(0,)

Figura 2.1: Representante local de F' en p.

Demostracion. Sean (O, ¢1) una carta n-dimensional de Qx, (O2, p2) una carta m-dimensional

de Qy y p € O tales que F(O;1) C Oz y la aplicacién
pa0F oo 1 p1(01) — ©2(02) (2.3)

es diferenciable de clase C*° en ¢1(p), es decir, diferenciable de clase C* en un entorno A de
©1(p). Sea ahora otro representante local de F en p, construido a partir de las cartas (O1, p;)

de Qx vy (Og, p2) de Qy, con p € Oy F(Ol) C Os. Veamos que la aplicacién

P20 F o @i : ¢1(01) — $2(02) (2.4)

es diferenciable de clase C™ en ¢ (p), es decir, que es diferenciable de clase C* en un entorno
de &1 (p). Témese la interseccién o7 (A)N Oy, que contiene a p, luego la imagen @;(¢; ' (A)NOy)

serd un entorno de (1 (p). Si restringimos la aplicacién 2.4 a @1 (@7 (A) NO1), podemos escribir:
FroFogr! =¢opyiopoFoplopiop), (2.5)

que es diferenciable en el entorno @1 (' (A)NO1) de @) (p) por ser composicién de la aplicacién

de cambio de carta ¢ o w51, que es de clase C™° porque las cartas (O, @2) y (Oa,F2) son
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compatibles al pertenecer a la misma estructura diferenciable 2y, de la aplicacién ¢y 0 F o gpfl,
que es diferenciable de clase C* en A por hipédtesis, y de la aplicacién de cambio de carta
@107}, que es de clase C* porque las cartas (O1,¢1) y (O1, 1) son compatibles al pertenecer

a la misma estructura diferenciable Qx. O

Proposicién 2.2.2. Sean (X, x) una variedad diferenciable n-dimensional, (Y, {2y') una varie-
dad diferenciable m-dimensional y F': X — Y una aplicacion. Si F' es diferenciable, entonces

F' es continua.

Demostracion. Supongamos que F' es diferenciable y veamos que F' es continua en p para todo
p € X. Dado p € X, como F es diferenciable en p existen cartas (O1,¢1) de Qx, (O2,p2) de
Qy, tales que p € O1, F(O1) C Oy y el representante local

F= pooFo 901_1 :p1(01) — p2(02) (2.6)

es diferenciable de clase C* en ¢;(p). En particular, el representante local F ser4 continuo en

¢1(p), de manera que
F= <,02_1 oFo p1: 01 — F(Oq) (2.7)

serd continua en p pues, como las aplicaciones de las cartas (1, @2 son homeomorfismos en las
topologias que inducen las variedades (X,Qx) y (Y, Qy) respectivamente, ¢; es continua en p,

F es continua en v1(p) y cp2_1 es continua en F(gpl(p)). O

Proposicién 2.2.3. Sean (X, {)x) una variedad diferenciable n-dimensional, (Y,y) una va-
riedad diferenciable m-dimensional y F': X — Y. Si F' es continua, entonces para todo p € X

existe un representante local de F' en p.

Demostracion. Sea p € X y sea (V1) una carta de Qy tal que F(p) € V. Como F' es continua
y V es un abierto basico de la variedad (Y,Qy), O = F~1(V) serd un abierto en (X,€x) que

contiene a p, es decir, O se escribird como

0 =Jos, (2.8)

el
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donde {(O;, ;) : i € I} es una coleccion de cartas de Qx. Como p € O existird un 7 € I tal
que p € O; y, como O; C O, F(0;) C F(O) = V. Asi, las cartas (O;, ;) de Qx y (V,¢) de Qy

proporcionan un representante local de F' en p dado por
F=woFo 4,0;1 2 0i(0;) — (V). (2.9)

O

Proposicién 2.2.4. Sean (X,{x) una variedad diferenciable n-dimensional, (Y,{y) una va-
riedad diferenciable m-dimensional y F' : X — Y una aplicacién diferenciable. Si A C X es

abierto, A € Tx, entonces F|4: A — Y es diferenciable.

Demostracién. Veamos que F|4 : A — Y es diferenciable en p para todop € A.Sipe A C X,
como F es diferenciable en p existen cartas (O1, 1) de Qx y (O2, ¢2) tales que p € O1, F(O1) C
O, y el representante local F' = V9 oFonpl_1 es diferenciable de clase C* en ¢ (p). Como A € 7x,
la interseccién A N O; es un abierto y su imagen por ¢1, que es un homeomorfismo, también lo
sera. Asi, por la proposicion 2.1.1, AN Oy es una carta de {2x contenida en A tal que p € ANO;
y F(AN Oy) C Oy. Como el reperesentante local F' : p1(01) — ©2(02) es diferenciable en
©1(p), su restriccién a ¢1(A N O1) también lo serd, luego F|4 es diferenciable en p para todo

p e A O

Proposicién 2.2.5. Sean (X, {)x) una variedad diferenciable n-dimensional, (Y,{y) una va-
riedad diferenciable m-dimensional y (Z,z) una variedad diferenciable s-dimensional. Si F :
X — Y yG:Y — Z son aplicaciones diferenciables, entonces Go F': X — Z es diferencia-

ble.

Demostracion. Sea p € X y veamos que G o F es diferenciable en p. Como F' es diferenciable
en p, existen cartas (O1,¢1) € Qx, (O2,02) € Qy con p € O1, F(O1) C Oy y tales que el

representante local
F=gpyoFopr:p1(01) — 9a(09) (2.10)

es diferenciable de clase C™ en ¢1(p). Igualmente, como G es diferenciable en F'(p) € Y, existen

cartas (O3, ¢3) € Qy, (O4,4) € Qz, con F(p) € O3, G(O3) C Oy y tales que el representante
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local

A

G = ©4 © Go (pgl : g03(03) — @4(04) (211)

es diferenciable de clase C™ en ¢3(F(p)). Tomando la interseccién Oz N O3, su imagen por ¢
serd un abierto euclideo, pues O3 N O3 € Ty v @2 es un homeomorfismo. Asi, por la proposicién
2.1.1, (O2 N O3, 92|0,n05) €s una carta m-dimensional de y, tal que F(p) € O2 N O3 y tal
que G(O2N 03) C O4. Como G tiene un representante local en F'(p) diferenciable (2.11), por la

proposicién 2.2.1, el representante local de G en F(p):
é = (g 0 Go ()02’5;003 : QOQ(OQ N 03) — @4(04) (212)

es diferenciable de clase C™ en @y (F(p)), luego la composicién G o F' : ¢1(01) — 04(Oy4) es un
representante local de G o F' diferenciable de clase C™° en ¢;(p). Como esto es cierto para todo

p € X, G o F es diferenciable. O

Definicién 2.2.3. Sean (X, Qx) una variedad diferenciable n-dimensional, (Y, Qy ) una variedad
diferenciable m-dimensional y F': X — Y una aplicacion. Se dice que F' es un difeomorfismo
si es biyectiva, diferenciable y con inversa diferenciable. En este caso las variedades (X,Qx) y

(Y, Qy) se denominan difeomorfas.

Proposiciéon 2.2.6. En las condiciones de la definicién anterior, si F' es un difeomorfismo,

entonces F' es un homeomorfismo.

Demostracion. Sea F : X — Y un difeomorfismo, es decir, F' es biyectiva, diferenciable y con
inversa diferenciable. Por la proposicién 2.2.2, F' y su inversa seran continuas, luego F' es un

homeomorfismo. O

Proposicion 2.2.7. Ser difeomorfas es una relacién de equivalencia entre variedades diferen-

ciables.

Demostracion.
i) Reflexividad: toda variedad diferenciable (X,Qx) es difeomorfa a si misma a través de la
aplicacién identidad Idyx : X — X, que es un difeomorfismo. Idx es biyectiva y diferenciable,

pues los representantes locales en cada punto coinciden con las aplicaciones de cambio de carta
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1.1, que son de diferenciables de clase C'™ por pertenecer a una estructura diferenciable. La

aplicacién identidad coincide con su inversa, luego se trata de un difeomorfismo.

i1) Simetria: sea (X,{x) una variedad diferenciable n-dimensional, (Y, 2y ) una variedad dife-
renciable m-dimensional y F': X — Y un difeomorfismo. Por definiciéon, F~! : Y — X sera
biyectiva, diferenciable y con inversa diferenciable, luego F~1 : Y — X es un difeomorfismo de

Y en X.

i7i) Transitividad: Sean (X,Qx) y (Y,Qy) las variedades del punto (ii) y sea (Z,€z) otra
variedad diferenciable s-dimensional difeomorfa a (Y,Qy). Si F': X — Y es el difeomorfismo
del punto (i7) y G : Y — Z es un difeomorfismo, la composicién G o F': X — Z es biyectiva
(por ser composicién de biyectivas), diferenciable y con inversa diferenciable (por la proposicién

2.2.5), luego (X,Qx) y (Z,9Qz) son difeomorfas. O

Ejemplo 2.2.1. El espacio proyectivo real P!(R) es difeomorfo a la circunferencia S?.

Como hemos visto, el espacio proyectivo P!(R) es el conjunto de los 1-planos de R2. De
acuerdo al ejemplo 1.2.7, P}(R) admite un atlas formado por dos cartas (Uy,¢1) y (Uz, 2). Si

m € Uy, m tendra una matriz representante de la formas:

1
A= (2.13)

p1(m)

y, si ademéds © € Us, p1(7) # 0 y la matriz Ap(7)~t = (p1(m)™! 1) serd una matriz
representante equivalente de 7. Pero la matriz representante canénica de 7 en la forma (z 1)7

es tinica, luego necesariamente o(7) = ¢1(7) 1. Asi, el cambio de cartas vendra dado por:

propy s R\{0} — R\{0}

. (2.14)

s —
que es un difeomorfismo. El dominio de 1 0¢, ! queda determinado por la antiimagen de R\{0}
por la aplicacion 1.29, que en este caso es la identidad. Igualmente, ¢q o gol_l(s) =1/s.

El atlas estereografico de S! est4 compuesto también por dos cartas (O1,1), (O2,2), donde

01 = SN\{(0,1)}, Oy = S'\{(0,—1)} y las aplicaciones de cambio de carta se escriben, de
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acuerdo a 1.19, como:

Yroyy s R\{0} — R\{0}

. (2.15)

S —

y, del mismo modo, 19 o 1y 1(s) = 1/s. Ambas composiciones son difeomorfismos y coinciden
con los cambios de carta del espacio proyectivo. Las aplicaciones:
Yo : U € PYR) — S? Yot oy : Uy € PYR) — S! (2.16)

son difeomorfismos por ser composiciéon de difeomorfismos y, como en Uy N Us se tiene:

propT! =taot e dylopopr =¥ e vyl o =y oy,
la aplicacién f : P}(R) — S! dada por

1/11_10(;71(77) si mely
fm) = (2.17)
Yyl opo(m) si mwe Uy

estd bien definida y es un difeomorfismo de P*(R) en S*.

Ejemplo 2.2.2. El espacio proyectivo complejo P!(C) es difeomorfo a la esfera S2.

El espacio proyectivo complejo P!(C) es el conjunto de los 1-planos en C2, que admite un
atlas con dos cartas (U1, p1), (U, @2) definidas segiin el ejemplo 1.2.8. Manteniendo la notacién
de dicho ejemplo escribiremos @1 = ko, gy = kowy y, si m € U NUs, @i(7) = (' (1), g:2(7)),
con ¢ = 1,2. En estas condiciones, m estara representado por dos matrices equivalentes:

! 2(m) (2.18)

e1(m) 1

Razonando de manera idéntica al ejemplo anterior, ¢1(7) # 0y @2(m) = p1(7) "L Si @1(7) =

a1 + iby, esta relacién queda reescrita como:

@' (m) = Re (@11@) = Re <a1 iih) - a%ﬁ T \;11((:))\’ (2.19)
(m)

~2(7r)—1m(1>—1m( ! )—— b o (2.20)
72 p1(m) ar+ib) a8 ()] '
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* es la aplicacién

Si definimos ahora la aplicacion ($2)* = ko (2)*, donde (@2)*(7) = (p2(7m))
conjugacién compleja, la composicion (;)* o1~ coincide con el cambio de carta 1.19 del atlas
estereografico de S2, formado por las cartas 2-dimensionales (O1,41) y (O2,12). Siguiendo el

mismo razonamiento que en el ejemplo anterior, las aplicaciones:
Yrtopy i Uy ¢ PY(C) — 52 Yot o (@a)*: Uy C PY(C) — S? (2.21)
son difeomorfismos por ser composicién de difeomorfismos y, como en U; N Us se tiene:

(B2) o1 =wpoti &Y og =y o (B), (2.22)
la aplicacién g : P1(C) — S? dada por

zpl—l o p1(m) si Tel,
g(m) = (2.23)
Uyl o (o) () si we Uy

estd bien definida y es un difeomorfismo de P(C) en S2.

2.3. Propiedades topoldgicas de una variedad

Cada punto p de una variedad diferenciable n-dimensional tiene un entorno homeomorfo a un
abierto de R", de manera que toda variedad diferenciable tendré buenas propiedades topoldgicas

locales, heredadas del espacio euclideo a través de las cartas.

Proposicién 2.3.1. Sea (X,(2) una variedad diferenciable n-dimensional. (X,{2) es primero

numerable, localmente conexa, localmente compacta y 77.

Demostracion. Seap € X y (O, ) una carta de €2 tal que p € O. Como R" es localmente conexo,
el subespacio abierto (p(O), TRn[,(0)) también lo serd. Asi, ¢(p) € p(O) tendrd una base local
de entornos conexos en (p(0), TRn|y(0)), cuyas antiimdgenes por el homeomorfismo ¢ seran
entornos conexos de p en (O, 7x|o). Por tanto, todo p € X tendra una base de entornos conexos
en (O, 7x|o), que seran también entornos de (X, 7x ) por ser abierto el dominio de la carta. Esto
prueba que la variedad es localmente conexa y, como R” satisface ademads el primer axioma

de numerabilidad, podemos tomar la base de entornos conexos de ¢(p) en (¢(O), TR |4 (0))
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numerable, de manera que la base de p en (X, 7x) obtenida a través de las cartas serd también
numerable, lo que prueba que (X,€) satisface el primer axioma de numerabilidad. Por otra
parte, R" es también localmente compacto, y todo subespacio abierto como (¢(O), TR |4(0))
también lo serd. De este modo, ¢(p) € ¢(O) tiene una base local de entornos compactos en
(¢(0), TR |4(0y), cuya antiimagen por el homeomorfismo ¢ serd una base local de entornos

compactos de p en (O, Tx|o), que serdn entornos compactos de p en el espacio total.

Veamos finalmente que la variedad (X, ) es 1. Sea p € X, (Op,¢p) € Q tal que p € O,
y g € X conq# p. Siqg¢ O, ya estd, pues tomando una carta (Oy, ) con ¢ € O, los
puntos quedan separados. Si ¢ € Op, recordemos que O, es homeomorfo a un abierto de R",
que es un espacio 77. Como la separabilidad 7} es una propiedad topoldgica (se conserva bajo
homeomorfismo) existen Uy, U, abiertos de 7x|o, que separan los puntos p y q. Pero O, es

abierto, luego U, y U, seran abiertos de Tx y asi los puntos p y ¢ pueden separarse en (X, 7x). 0O

Proposicién 2.3.2. Sea (X, ) una variedad diferenciable n-dimensional. En los dominios de

las cartas, la topologia de la variedad es T5.

Demostracion. Sea (O, ) una carta de Q y sean x,y € O con z # y. Como O es homeomorfo a
un abierto ¢(0) de R™, que es un espacio T por ser metrizable, existen abiertos U, V' € trn» tales
quex €U,y €V yUNV = 0. Sus antiimagenes ¢~ (U), p~ (V) serdn abiertos en 7x|o, luego
abiertos en 7x por ser O un abierto. Asi, x € =} (U), y € o~ H(V) con o H({U) N~ (V) =0,

luego (O, Tx|o) es un subespacio topolégico T» para toda carta (O, ¢) de la variedad. O

No obstante, una variedad diferenciable no tiene porqué tener buenas propiedades topolégicas
globales, en particular, no tiene porqué ser un espacio T ni tiene porqué verificar el segundo

axioma de numerabilidad. Esto se comprobara en los ejemplos sucesivos.

Ejemplo 2.3.1 (Recta de dos origenes). Veamos un ejemplo de una variedad diferenciable que

no es T». Consideramos el conjunto:
M ={(t,0):t € R}U{(0,1)} Cc R? (2.24)
los subconjuntos:

01 ={(t,0)cR?*:tc R} (2.25)
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Oy = {(t,0) € R?: t £ 0} U {(0,1)}, (2.26)
y las aplicaciones:
v1: 0O — R p2: Oy — R
(t,0) — t (t,0) — t (2.27)
(0,1) ~— 0.

Es claro que (O1,¢1) v (O2,p2) son cartas compatibles sobre cuyos dominios cubren M,
luego Q = {(O1, ¢1), (O2p2)} es un atlas 1-dimensional sobre M que inducird una unica variedad

diferenciable.

Veamos que (M, 7)r) no es Ty viendo que los puntos (0,0) y (0,1) no se pueden separar, es
decir, que no existen U,V € 7 tales que (0,0) € U, (0,1) € V con U NV = (). Comprobemos
primero que Os es el iinico dominio de carta que puede contener al (0, 1) sin contener al (0, 0). Sea
(O3, p3) una carta de la variedad tal que O3 contiene al (0, 1) y no contiene al (0,0). El dominio
O3 tendré que ser de la forma {(0,1)}UI\{a}, donde I es una unién de intervalos abiertos sobre
la recta real con 0 ¢ I'y a € I. Ademéds, O3 deberd tener por imagen un abierto J de R, es decir,
una unién de intervalos abiertos. Si no extrajéramos el punto a, la imagen de (0,1) no podria
estar contenida en ningin intervalo de J al ser la carta una biyeccién, luego tendria que ser un
punto aislado en R contradiciendo que la imagen de O3 sea abierta. El iinico modo de satisfacer
las condiciones de carta es tomar p3(I\{a}) = J\{b} y hacer ¢3((0,1)) = b, consiguiendo asi
una biyeccién con imagen abierta. Pero (O3, 3) ha de ser compatible con (Og,2), luego la
aplicacion ¢3 o @y ! tendra que ser de clase C y tener dominio abierto. Como toda carta en las
condiciones de O3 estd contenida en Oz, p2(02 N O3) = p2(03) = I\{a} U{0} que no es abierto

en R porque I no contiene al cero.

Por tanto, la tnica carta de la variedad que contiene al (0,1) y no contiene al (0,0) es
(O2, ¢2), luego sera el tnico abierto de la topologia inducida que podamos tomar para separar
(0,1) de (0,0). Pero todo abierto que contiene al (0,0) corta claramente a Oz, de modo que

ambos puntos no se pueden separar.

Proposicién 2.3.3. Sea (X, 2) una variedad diferenciable n-dimensional. Si (X, 7x) verifica el
segundo axioma de numerabilidad, entonces todo atlas de la variedad tiene un subatlas nume-

rable.
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Demostracion. Si (X, 7x) verifica el segundo axioma de numerabilidad, 7x tiene una base B

numerable. Sea A un atlas n-dimensional sobre X. El conjunto:

B ={BeB:3(0p,pp) €A tal que BC Og} (2.28)

es numerable por ser un subconjunto de B y, como la base de la topologia cubre X, el conjunto

{(Op,pB):BeB}C A (2.29)

es un subatlas numerable de A. O

Proposicién 2.3.4. Sea (X, ) una variedad diferenciable n-dimensional. Si X tiene un atlas

numerable, entonces (X, 7x) verifica el segundo axioma de numerabilidad.

Demostracién. Sea A un atlas numerable, de modo que A = {(Oy,¢,) : n € N}. Cada O,, es
homeomorfo a un abierto de R", que es 2AN, luego tendra una base numerable {Bf : i € N}
de abiertos de 7|p, . Como cada dominio O,, es abierto, los abiertos de la base serdn también
abiertos del espacio total, de modo que {B : n € N,i € N} es una base numerable de abiertos

de X. O

Ejemplo 2.3.2. El resultado anterior determina cudndo una variedad verifica el segundo axioma
de numerabilidad, lo que no es cierto en general para cualquier variedad diferenciable. Fijado
A € R, consideremos el conjunto Oy = {(x, ) : x € R} y la aplicacion:

©): O A — R

) (2.30)
x, — .

La coleccion A = {(Oy, ) : A € R} forma un atlas 1-dimensional sobre R2. Cada ¢, es
claramente inyectiva y las imédgenes ¢)(0)) = R son abiertos en R, luego cada (Oy,¢)) es
una carta 1-dimensional sobre R2. Ademads, todos los dominios son disjuntos por construccién,
luego todas las cartas son compatibles y A es efectivamente un atlas que dota a X = R? de
estructura de variedad diferenciable 1-dimensional. Veamos que la topologia de esta variedad no

puede tener una base numerable. Sea B una base de 7x. Para cada A € R, existe By € B tal
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que (0,A) € By C Oy, de manera que la aplicacién

R — B
(2.31)

/\>—>B)\

es necesariamente inyectiva y, por tanto, B es no numerable.

Ejemplo 2.3.3. Aunque hemos visto que toda variedad diferenciable es localmente conexa
debido a las propiedades del espacio euclideo, es ficil encontrar un ejemplo de variedad no
conexa. Consideremos los intervalos I; = (0,1) C R, Is = (2,3) C R y las aplicaciones identidad
o1 =1dr : I1 — R, o2 = Idr : Is — R. Ambas aplicaciones son inyectivas, con imagenes
abiertas en R y, como I1 NI = 0, el conjunto {(I;, ;) : i = 1,2} forma un atlas 1-dimensional

sobre R, que determinard una tnica estructura diferenciable sobre I; U Is, que no es conexo.

Ejemplo 2.3.4. El espacio euclideo R", dotado de la aplicacién identidad Idg~ : R” — R
forma un atlas n-dimensional sobre R™. La variedad diferenciable n-dimensional inducida es un

ejemplo de variedad no compacta.

Proposicion 2.3.5. Toda variedad compacta verifica el segundo axioma de numerabilidad.

Demostracion. Sea (X,€2) una variedad diferenciable n-dimensional compacta. La estructura
diferenciable 2 es un cubrimiento abierto de X, luego poseera un subcubrimiento abierto finito
', que serd un subatlas numerable de Q y, por tanto, un atlas numerable de la variedad. Asi,

por la proposicién 2.3.4, la variedad verifica el segundo axioma de numerabilidad. O

Proposicién 2.3.6. Sea (X, ) una variedad diferenciable n-dimensional conexa y A = {(O;, ;) :

i € I} un atlas de la variedad. Si para todo i € I, el conjunto
Ji={jel:0;,Nn0;#0} (2.32)
es numerable, entonces (X, 7x) verifica el segundo axioma de numerabilidad.

Demostracion. Fijado un i € I, el entorno coordenado O; corta a una cantidad numerable de

entornos coordenados, {O;}jcy,. Sea By = O; y sea

By=BU | |JO;|. (2.33)
JE€J;
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Bs es una uniéon numerable de entornos coordenados, de manera que tendra interseccién no
vacia, por la hipétesis, con una cantidad numerable de abiertos béasicos. Anadiéndolos a B,

queda definido el conjunto
B3 =By U{0;: 0N By # 0}. (2.34)
Reiterando el proceso, vamos construyendo una cadena ascendente
BiCByC---CB,C-- (2.35)

tal que, si O es un entorno coordenado del atlas que corta a algin B, necesariamente O C By, 11

por cémo hemos construido 2.35. Sea ahora

B= | Bn, (2.36)
neN

que es abierto por ser uniéon de abiertos basicos y tiene un subcubrimiento abierto numerable.
Probemos que X = B. Si X\B # 0, sea p € X\B. Como A cubre X, existe una carta (O, @) €
A tal que p € Oy. Pero O, N B = (), pues en otro caso Oy, cortarfa a algin B, C B, de manera
que Oy C Bp4+1 C B, contradiciendo p € X\B. Asi, O N B = (), luego Oy C X\ B. Veamos que

esto implica que X\ B es abierto, viendo que X\ B se escribe como unién de abiertos bésicos.

Sabemos que O C X\B. Veamos que todo p € (X\B)\Oj pertenece a algiin entorno
coordenado contenido en X\B. Si p € (X\B)\Oy, es tal que todo abierto basico O, con p € O,
tiene interseccién no vacia con B, entonces O, cortard a algin B, C By, por lo razonado
anteriormente, O, C B necesariamente, luego p ¢ X\B. Asi, todo p € (X\B)\Oj, esta contenido
en algin abierto bésico O, C X\B, de manera que X \B queda cubierto por una coleccién de

entornos coordenados, cuya unién es un abierto en la topologia de la variedad.

Tenemos entonces que X\B es un abierto en 7x. Pero ya hemos visto que B es abierto,
luego X'\ B sera cerrado. Como en un espacio topoldgico conexo los tinicos subconjuntos simul-
tdneamente abiertos y cerrados son el vacio y el total, necesariamente X\B = () y, por tanto,
X = B. Asi, existe un cubrimiento numerable X = |J,,cny Br formado por entornos coordenados
del atlas A, de manera que {(O,¢) € A: O € B} es un atlas n-dimensional numerable sobre X

y, por la proposicién 2.3.4, (X, 7x) verifica el segundo axioma de numerabilidad. O
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Proposicién 2.3.7. Sea X un conjunto no vacio, A un atlas n-dimensional sobre X y (X, Q)

la variedad diferenciable n-dimensional que induce A. Si U € 7x, el conjunto:
Alp ={(0ONU.plonv) : (0, ) € A}. (2.37)
es un atlas n-dimensional sobre U.

Demostracion. Veamos que A|y forma un atlas n-dimensional sobre U. Como los entornos coor-
denados de A cubren X, es claro que el conjunto {O NU : (O,¢) € A} es un cubrimiento de
U. Las aplicaciones ¢|ony son inyectivas por ser restricciones de aplicaciones inyectivas y, como
O N U es abierto por ser interseccién de abiertos, la imagen por el homeomorfismo ¢ sera un
abierto euclideo, de manera que los (O N U, ¢|ony) son cartas n-dimensionales sobre U. Vea-
mos que todo par de cartas es compatible. Sean (O1 N U, ¢1lo,nv) v (02 NU, p2|0,nu) cartas
n-dimensionales sobre U tales que (O1 NU) N (02 NU) # (). Las aplicaciones ¢1|o,nv y ¢2|lo.n0

son homeomorfismos en O1 NU y O5 N U por ser subespacios abiertos, luego los conjuntos

o1lonu (01 NU) N (02N U)) = 1lonu (01N 02N T) (2.38)

902|OQOU((01 N U) N (02 N U)) = (,02|020U(01 NOyN U) (2.39)

son abiertos euclideos por ser O1 N0y NU abiertos en X, y por tanto abiertos en los subespacios

abiertos O1 NU y O N U. Finalmente, las aplicaciones

e1lo.nu © P2loany 9210, (01N 02 NU) — @1lo,nu (01N 02 NU) (2.40)

@2losnt © P1lor A ¢ 1loinu (01N 02 NTU) — 2|0, (01N 02 NT) (2.41)

son diferenciables de clase C'™ por la proposicion 2.2.4. Asi, A|y forma un atlas n-dimensional

sobre U. OJ

Proposicién 2.3.8. En las condiciones de la proposiciéon anterior, si el atlas A es maximal, es
decir, si A = Q, entonces el par (U, Q) es una variedad diferenciable n-dimensional, que recibe
el nombre de subvariedad abierta de (X, ). Ademas, la topologia inducida 7y coincide con la

topologia de U como subespacio de X, 7x|y.

Demostracion. Hay que probar que Q| es un atlas maximal, es decir, que toda carta n-dimen-
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sional sobre U compatible con todas las cartas de Q| pertenece necesariamente a Q. Si (V, )
es una carta en las condiciones anteriores, V C U C X, ¢ : V — R" es una aplicacién inyectiva
y ©(V') es un abierto euclideo, de manera que (V) es también una carta n-dimensional sobre
X. Ast, (V,¢) = (VNU,¥|lvau), donde (V, 1)) es una carta n-dimensional sobre X. Si probamos
que (V1) € Q, ya se tiene necesariamente que (V, 1) € Q|y, y por tanto el atlas Q| es maximal.
Para ello, como 2 es un atlas maximal sobre X, basta comprobar que (V1) es compatible con

todas las cartas de €.

Sea (O, ¢) una carta de  y supongamos que O NV # (). Como V C U:
p(ONV) =9¢lonu(0NV) =glonu(ONUNV), $ONV)=4ONUNYV), (2.42)

luego p(ONV) y »(ONV) son abiertos euclideos por ser (V, 1) compatible con (O NU, ¢|onr)

como carta de Q|y. Igualmente, las aplicaciones:

Yot =voplghy  wov T =plony oy (2.43)

son diferenciables de clase C*°, luego (V, ) es compatible con (O, ¢) para toda carta (O, ) de

Q. Asi, por lo razonado antes, Q| es un atlas n-dimensional maximal sobre U.

Veamos finalmente que 77 = 7x|y. Si V' es un abierto de 7¢7, V' se escribird como unién de

abiertos basicos de 77, es decir, de entornos coordenados de la subvariedad abierta:
V=J0:nU) = <U0i> NnU, (2.44)
icl iel

luego V' es un abierto de x|y por ser interseccién de U y un abierto de 7x. Reciprocamente, si
Verx|ly, V=WnNUcon W € 7x, donde W se escribird como unién de abiertos bésicos de

Tx. Entonces,

V=wnU=|JO;|nU=|]JO,;n), (2.45)
jeJ JjeJ
que es una unién de abiertos basicos de 7. O

Proposiciéon 2.3.9. Sea X un conjunto no vacio, Ay, As dos atlas n-dimensionales equivalentes
sobre X y (X, Q) la variedad diferenciable n-dimensional que inducen A4; y Ay. Entonces, si

U € 7x, los atlas A;|y y Az|y son equivalentes sobre U.
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Demostracién. Como A; C

Aily = {(O1N U, v1lo,nv) : (O1,¢01) € At} C{(ONU,plonr) : (0,¢) € Q} = Qy

y, como Ay C Q, andlogamente As|y C Q|y. Asi, por la unicidad del teorema 1.1.1, A;|y y As2|u

inducen la misma estructura diferenciable ¢y y, por tanto, son atlas equivalentes sobre U. [

p
nxp

Ejemplo 2.3.5. Denotemos por M, . (R) al conjunto de matrices reales n x p de rango p.

Considerando la estructura diferenciable np-dimensional sobre el conjunto M,,«,(R) descrita

p

en el ejemplo 1.2.2, veamos que My,

(R) es un subconjunto abierto de M, x,(R) y que, por

tanto, admite una estructura de subvariedad abierta.

Consideramos C? = (Z), es decir, el nimero de combinaciones posibles (sin repeticiones) de
p elementos entre n. Fijada una matriz A € M,,«,(R), cada combinacién de entre las anteriores
determina una submatriz de A formada por las p filas que asigna la combinacién. Cada i =

1,..., (Z) determinara una combinacién a través de cualquier biyeccién:

{L....() — {SeP{l,...,n}):|S| =p}, (2.46)

donde P({1,...,n}) denota las partes del conjunto {1,...,n}. Si denotamos por A; la submatriz
p X p de A correspondiente a la combinacion i-ésima, construyamos, para cadai=1,..., (Z), la
aplicacién:

A — det(Al)

(2.47)

Considerando la mencionada estructura diferenciable sobre M,,x,(R), que denotaremos por
Qa, v la estructura diferenciable { (R, Idr)} sobre R, la aplicacién v; es diferenciable para todo

i=1,..., (Z) En efecto, si A € M, xp(R), tomando la carta (M,,x,(R), p) € Quy, la aplicacién

1

Idgr oo™ : R™ — R es diferenciable de clase C° en A por ser composicién de sumas y

productos. Asi, v; es continua para todo i = 1,. .., (7;) y, COMO:

(;)
My (R) = [ v (R\{0}), (2.48)

i=1

el subconjunto M} . (R) es un abierto de la topologia inducida por la variedad (My,x,(R.), Q).

Por la proposicién 2.3.8, el par (M ,(R), QM|M”X R)) = (M p(R),Q0q,) €s una subvarie-
dad abierta de (My,xp(R), Q).
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2.4. Variedades paracompactas

En esta seccion se justificard la necesidad de restringir las propiedades topoldgicas de una
variedad como se viene haciendo en la mayoria de textos, que suelen incluir la separabilidad 715 y
la segundo numerabilidad como axiomas en la definicién de estos espacios. Entre otras razones,
es conveniente asumir estas condiciones porque garantizan la existencia de las particiones de la
unidad, una herramienta extremadamente 1til para construir funciones y estructuras globales a
partir de recursos a nivel local. Tras introducir los conceptos necesarios, se probara la paracom-
pacidad de la topologia inducida por una variedad diferenciable y se derivara la existencia de

particiones de la unidad.

Definicién 2.4.1. Sea {U;};c; un cubrimiento de un conjunto no vacio X. Un refinamiento
{Vi}jes de {Ui}ier es un cubrimiento de X verificando que para cada Vj existe un U; tal que

V}CUZ

Definicién 2.4.2. Sea (X, 7) un espacio topolégico y f : X — R una aplicacién. El soporte

de f es la clausura del conjunto de puntos cuya imagen por f es distinta de cero:

sop(f) ={x € X : f(x) # 0}. (2.49)

Definicién 2.4.3. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Una familia {V;};c; de subconjuntos de X
es localmente finita si para todo z € X existe un entorno W, de x que corta a un ntmero finito

de V;, es decir, tal que el conjunto J = {i € I : W, NV; # 0} es finito.

Definicion 2.4.4. Se dice que un espacio topoldgico es paracompacto si todo cubrimiento abierto

tiene un refinamiento localmente finito.

Definicién 2.4.5. Sea (X, 7) un espacio topolédgico. Una particion de la unidad en X es una

coleccion { fi}ier de aplicaciones f; : X — R tales que:
i) {sop(f;) : i € I} es localmente finita;
ii) fi(r) >0 Veze X, Viel;

iii) e filz) =1 Ve X.

Es claro que las aplicaciones de una particién de la unidad solo toman valores en el intervalo

0, 1].
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Definicién 2.4.6. Sea (X, 2) una variedad diferenciable n-dimensional. Se dice que una parti-
cién de la unidad en X {f;}ier estda subordinada a un cubrimiento de X {Uj} e si para cada
i € I existe un j € J tal que sop(f;) C U;. En particular, si A es un atlas sobre X, se dice
que la particién de la unidad estd subordinada al atlas A si estd subordinada al cubrimiento

{0:(0,p) € A}.

Lema 2.4.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico localmente compacto, T> y segundo numerable.
Entonces, X es paracompacto y, ademas, los refinamientos de cada cubrimiento son numerables

y estan formados por abiertos con clausuras compactas.

Demostracién. Veamos primeramente que existe una coleccion {Gy, }nen de abiertos tales que

i) Gy es compacto,

ZZ) Gn C Gn+1,

i11) {Gn}nen cubre X.

Como X es 2AN, existe una base de numerable. Por ser (X,7) T, y localmente compacto,
consideramos la base B = { B;, }nen que se obtiene a partir de la anterior tomando la subcoleccién

de abiertos basicos con clausura compacta. Definimos la coleccién {Gy, }nen por induccién como:

- Para k = 1; definimos G| = By,
- Para k, tenemos r, y G, = B1U---U B,

- Para k + 1, tomamos ri1 como el menor entero positivo mayor que ry tal que

L Tk+1
Gy C | B (2.50)
i=1
y definimos G411 como
Tk+1
G = | B (2.51)
i=1

Se obtiene asi una coleccién {G, }nen de abiertos en las condiciones de i), it) y #4i). Por cons-

truccion, el conjunto G, \G,,_1 es compacto y estd contenido en el abierto G,11\Gp_o.
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Probemos ahora que X es paracompacto. Sea ahora {U;};c;r un cubrimiento abierto de X.
Fijado n > 3, el conjunto

{Ui N Gria\Gn—2t}ier (2.52)

es un cubrimiento abierto de G,\Gy,—1, que es compacto, luego admite un subrecubrimiento

. . kn
abierto finito {O} }77;.

Figura 2.2: Esquema de los conjuntos que intervienen en la demostracion.

Para n = 3, el conjunto {U; N G3};er cubre G3, que es compacto, luego admite el subrecu-

brimiento abierto finito {O;’}f?’: 1- La coleccion
{00 :in>3,j=1,... k) (2.53)

es claramente numerable, cubre X, estd formada por abiertos con clausura compacta contenidos
en algin U; y es localmente finita, de modo que se trata de un refinamiento de {U;};cs en las

condiciones del enunciado. O
Corolario 2.4.2. Toda variedad diferenciable T5 y segundo numerable es paracompacta.

Lema 2.4.3. Existe una funcién diferenciable g : R” — R que toma el valor 1 en el cubo
cerrado unidad C(1) = [—1,1] x -*- x [=1,1] y el valor 0 en el complementario del cubo abierto

C(2) = (=2,2) x -+ x (=2,2).
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Demostracion. Construimos g como el producto:

n
g=[]ho P (2.54)
i=1
donde P; es aplicacién coordenada (z1,...,x,) — z; y h : R — R es una funcién diferenciable

y no negativa que toma el valor 1 en el intervalo [—1,1] y el valor 0 en (—o0,2] U [2,00). Esta

funcién h se puede construir ficilmente a partir de la funcién:

f@) = e Xy, (2.55)

donde X4 denota la funcién indicadora del subconjunto A C R.. f es no negativa y diferenciable,

luego la funcién

@
90 = S ey

(2.56)

es no negativa, diferenciable y toma el valor 1 para x > 1 y el valor 0 para x < 0. La funcién A

queda entonces determinada por h(z) = g(z + 2)g(2 — x). O

Teorema 2.4.4 (Existencia de particiones de la unidad). Sea (X, Q) una variedad diferenciable
n-dimensional, Ty y sequndo numerable y sea {U;}icr un cubrimiento abierto de X. Entonces,
existe una particion de la unidad numerable { fr, }nen subordinada al cubrimiento {U;}icr y cuyas

funciones tienen soporte compacto.

Demostracion. Por ser (X,) es una variedad diferenciable, es localmente compacta. Por hi-
pétesis es To v segundo numerable asi que satisface las hipétesis del lema 2.4.1. Tomamos la
coleccion {Gy,}nen de la demostracion de dicho lema y anadimos Gy = ). Sea x € X, n, el
mayor entero positivo tal que z € X\G,,, iy € I tal que z € U;, y (O, ) una carta de la
variedad tal que x € O, C (an+2\G7nz) y tal que ¢(O,) contiene al cubo cerrado C(2).

Definimos g, : X — R como:

gz = (hop)Xo,, (2.57)

donde h es una funcién en las condiciones del lema 2.4.3. Obtenemos asi que g, es una funcién

diferenciable en X que toma el valor 1 en algin entorno abierto de z, W, y h toma valores

distintos de cero en el compacto C(2), luego como ¢ es un homeomorfismo y el soporte de h co-
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incide con el de g,, sop(g:) = ¢ 1(C(2)) es un compacto en O, C (an+2\G7nI).

Ui

X

R" ¢(Ox)

c@)

Figura 2.3: Esquema de los elementos que intervienen en la demostracion.

Para cada n > 1 se repite el mismo proceso tomando un conjunto numerable de x € X cuyos
entornos asociados W, cubran G,\G,_1, reordendndose las funciones g, como {g,}nen, que
tienen soporte compacto como se ha visto (por el lema 2.4.1 podemos tomar un refinamiento

localmente finito y numerable). La funcién

9= 9n (2.58)

neN

esta bien definida, es diferenciable sobre X y toma valores positivos. Para cada n € N definimos:
fo=2n (2.59)

de manera que {fy,}nen forma una particién de la unidad subordinada al cubrimiento {U;};cs

y cuyas funciones tienen soporte compacto. ]

Corolario 2.4.5. El Teorema anterior es cierto en particular si tomamos la estructura diferen-
ciable (o cualquier atlas de la variedad) como cubrimiento de X. Asi, dada cualquier variedad
diferenciable T5 y segundo numerable, existe una particiéon de la unidad cuyas funciones tienen

soporte compacto contenido en alguna carta de la estructura diferenciable.



Capitulo 3

Diferenciacion en variedades

Uno de los aspectos cruciales a la hora de generalizar el Céalculo Diferencial de R™ a las
variedades diferenciables es como extender la nocién de vector tangente y derivada direccional de
una funcioén diferenciable. Por ello, es conveniente recordar cémo se introducen estos conceptos en
el espacio euclideo y reinterpretarlos debidamente. Un vector en un punto del espacio R" puede
entenderse como un operador sobre el conjunto de las funciones diferenciables en dicho punto,
que asigna a cada funcién su derivada direccional en la direcciéon del vector. Esta interpretacion
tiene un caracter intrinseco, por lo que su generalizacién a variedades no presenta problemas. A
partir de ella, construiremos el espacio tangente a una variedad en un punto e introduciremos
la diferenciacién de aplicaciones, lo que permitira la obtencion de resultados muy relevantes en
el Célculo Diferencial, como el Teorema de la Funcion Inversa. Finalizaremos este capitulo con
la construccién del fibrado tangente, una estructura de especial relevancia fisica que sirve de

espacio de estados y espacio de fases para numerosos sistemas mecanicos.

3.1. Espacio tangente

En esta seccién, sea (X, 2) una variedad diferenciable n-dimensional.

Definiciéon 3.1.1. Se llama curva en X a una aplicacion diferenciable o : I — X, donde I
es un abierto de R con la topologia usual. Dado p € X, se dice que una curva « pasa por p si

existe un ¢ € I tal que a(t) = p.

Observacién 3.1.1. Nétese que podemos suponer 0 € [ sin pérdida de generalidad ya que, si

a es tal que a(t) = p, siempre se puede reparametrizar la curva para tener a(0) = p.

37
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Definicién 3.1.2. Dadas dos curvas o : I, — X, 8 : I3 — X verificando I, N Iz # 0, se

define la suma de ambas como la curva:

a+pB: I,Nlg — X

(3.1)
t = (a+B))=at)+ B(1),
Dada una curva o : I, — X y A € R, se define la curva producto Aa: como:
A: I, — X
(3.2)

t — (Aa)(t) = Aa(t).

Definicién 3.1.3. Sea p € X. Se denota por C*°(p) al conjunto de las aplicaciones f : X — R

diferenciables en p.

Definicién 3.1.4. Sea « una curva en X que pasa por p con a(tg) = p. Se define el vector

tangente a o en p como la aplicacién:

o (tg): C*®(p) — R

(3.3)
foo—= A o)) = $(f o a)li=t,-

Definicion 3.1.5. Un wvector tangente a X en p es un vector tangente a una curva en X que
pasa por p. El conjunto de todos los vectores tangentes a X en p se llama espacio tangente a X

en p y se denota por T),X.

Proposicion 3.1.1. El espacio tangente a X en p tiene estructura de R-espacio vectorial, con

la suma de vectores tangentes a X en p dada por:

(a'(to) + B'(t1))(f) = &/ (to)(f) + B'(t1)(f), (3.4)

donde «(tg) = p = B(t1) siendo v y 5 curvas en X que pasan por p, y el producto por escalares

1 € R dado por:

(1o’ (t))(f) = p(e/ (o) (f)). (3.5)

Demostracion. Demostraremos que, V o/ (ty), 5'(t1) vectores tangentesa X enpy V u, A € R, se
tiene que pa/(tg)+AB'(t1) es un vector tangente a X en p. Como siempre se puede reparametrizar

una curva (observacién 3.1.1) podemos suponer sin pérdida de generalidad que t; = tp, de modo
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que:

(! (to) + AB'(t0))(f) = pa(to) (f) + MG (to)(f) = (f oa)(to) + )\ (f B)(to) =

%Uuw+wmm,

que es un vector tangente a la curva pa + A3 (definicién 3.1.2) en p. O

Definicién 3.1.6. Una aplicacién A : C*°(p) — R se llama derivacion sobre C*°(p) si es lineal

y verifica la regla de Leibniz, es decir, si para todo f,g € C*®(p):

A(fg) = F(p)A(g) + A(f)g(p), (3.6)

donde las operaciones suma y producto en C*°(p) se definen como: (f + g)(t) = f(t) + g(t) y
(f9)(@) = f(t)g(t)-
Proposicién 3.1.2. El conjunto de las derivaciones sobre C*°(p) es un R-espacio vectorial con

la suma (A1 + A2)(f) = Ai(f) + A2(f) y el producto por escalares (uA)(f) = pw(A(f)).

Demostracion. Sean A, Ag derivaciones sobre C*®°(p) y sean A\, u € R. Veamos que AA; + pAs

es una derivacion sobre C*(p). Sean f,g € C*®°(p) y sean «, 5 € R:

i) (A + pho)(af + Bg) = (Ma)(af + Bg) + (pA2)(af + Bg) = adhi(f) + BAA(g) +
aplo(f) + Bula(g) = a(AA1 + ph2)(f) + B(AAL + pA2)(g) por ser A1 y Ay R-lineales.

it) (A1 + ph2)(fg) = (A1) (fg) + (wA2)(fg) = Af(P)A1(9) + AML(f)g(p) + nf(p)A2(g) +
uAa(f)g(p) = fF(p)(AAL + ph2)(g) + (A1 + pA2)(f)g(p) por satisfacer A; y Ag la regla de

Leibniz.

O]

Proposiciéon 3.1.3. Todo vector tangente a X en un punto p es una derivacién sobre C*°(p).

Demostracion. Sea o : I — R una curva en X que pasa por p y «/(tg) el vector tangente a
a en p. Veamos que o(ty) es una derivacién viendo que es lineal (i) y que satisface la regla de

Leibniz (ii):

i) o (to)(Af + pg) = &I+ ng)oal, = LA foa)+ (ugoa)l, = L[(Afoa), +
+ 4 {(ug o )], = A (to) (f) + A (to)(f) + pa’ (to)(9),
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it) o (to)(fg) = & [fgeal, = & [fola®))], = & [f(a®)g(at)],, = f(p)a(to)(g) +
+a/(to)(f)g(p)-

Definicién 3.1.7. Sea p € X y (O, ¢) una carta de la variedad tal que p € O, con funciones

coordenadas (x1,...,xy). Si f € C*(p), se define su derivada parcial con respecto a x; en p
como:

of fop™)

) = 3.7

oz, (p) B, (v(p)), (3.7)
donde (uq,...,uy) son las coordenadas naturales de R"™.

Figura 3.1: La derivada parcial de una aplicacién en un punto se define como extension de la
derivada parcial en espacios euclideos.

Notar que fop™!

es diferenciable de clase C* en ¢(p) por ser f una aplicacién diferenciable
en p, siendo esto cierto para cualquier carta de la variedad cuyo dominio contenga a este punto
(la figura 3.1 es un caso particular de la figura 2.2.1 tomando Y = R y 9 = Idgr). Si fijamos

una carta (O, ) y un punto p € O, podemos construir la aplicacion:

oz ’P: Coo(p) — R

B o (3.8)
f — o p(f) = O (p),

que asigna a cada funcién diferenciable en p su derivada parcial con respecto a x; en ese punto.

%\p es claramente lineal y verifica la regla de Leibniz, de modo que es una derivacion sobre
K
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C*°(p). Vamos a probar ahora que esta aplicacién es ademés un vector tangente a X en p, es

decir, que existe una curva «; : I — X que pasa por p tal que:

2l C®(p) — R

A () — o _d . (8:9)
f R (p) = i(to)(f) = dt(fo i)t

donde «;(ty) = p.

Sea {e1,...,ey} la base canénica de R™. Para todo i € {1,...,n} definimos la curva «; :
I — X como a;(t) = o Hp(p) + te;), a la que llamaremos i-ésima curva coordenada de ¢ en

p. Esta curva puede escribirse como la composicién ¢! o &, donde € : I — ¢(p) + Ie; C ©(O).

Rn

®(0)
~

P(p)+tej
I /

P(p)

_~~
~—
=

®(p)+Ilej
N

( O )

R
f(p)
Figura 3.2: Construccién de la i-ésima curva coordenada.
Para cada t € I, la imagen «;(t) € O tendrd una representacién en coordenadas:
(u1(t), .- un(t)) = (Pro@(aq(t)), ..., Pnop(ai(t))) = poai(t) = Bi(t), (3.10)

y la aplicacién f € C°°(p) tendréd por representante local en p a:

F(uy,...,un) = (foo ) (uy,... u). (3.11)
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El vector tangente a la curva «; en el punto p viene dado por:

aj0): Cx(p) — R 1)

foooe= af(0)(f) = F(f o ai)leo,

donde
d d d
Gfeadko= 2 [foe opoal = “a [F 0 Bilig = g [F(un(t). . un(t))],m =

Zgj, g0 d;ffu auz(f o D) = £i<f)yp.

Tenemos pues que la aplicacién que asigna a cada f € C°°(p) su derivada parcial con respecto
a x; en p es una derivacion sobre C'™° y ademads es un vector tangente a X en p. Como hemos visto
en la proposicién 3.1.2 el conjunto de las derivaciones sobre C'*°(p) forma un R-espacio vectorial.
Veremos ahora que, fijada una carta (O, ) con p € O y funciones coordenadas (z1,...,z,), la

coleccién de aplicaciones {%]p}izlw,,n forma una base de dicho espacio.
1

Lema 3.1.4. Sea A una derivacion sobre C*°(p) y sean f,g € C*°(p). Si f y g coinciden en un

entorno abierto de p, entonces A(f) = A(g).

Demostracién. Supongamos que existe un entorno abierto W de p tal que f|w = g|w. Entonces,
A(f = flw) = AOlw) = A(O(Olw)) = OA(Olw) = 0, de modo que A(f) = A(f|w). Igualmente
se tiene A(g) = A(g|lw), luego por la hipétesis A(f) = A(g). O

Lema 3.1.5. Sea A una derivaciéon sobre C*(p). Si f € C*°(p) es constante en un entorno

abierto de p, entonces A(f) = 0.

Demostracion. Sea W un entorno abierto de p tal que f|w = k, donde k es una aplicacién
constante a k € R. Por el lema anterior, A(f) = A(k) = A(1k) = kA(1). Pero A satisface el lema
de Leibniz, luego A(1) = A(1-1) = 1A(1) + A(1)1 = 2A(1). Por tanto, A(1) = 0, lo que prueba
el resultado. O

Lema 3.1.6. Sea f € C®(p) y (O,p) una carta de la variedad con funciones coordenadas

(z1,...,2y). Entonces, existen hq,..., h, € C*(p) tales que, en un entorno abierto de p:

f=fp)+ Z(:c — zi(p))hi- (3.13)
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Demostracion. Consideremos otra carta de la variedad (O,) donde ¥ = ¢ — ¢(p), de modo
que se verifica ¥ (p) = 0. Las funciones coordenadas de esta carta seran (yi,...,yn) = (z1 —
21(p), ..., 2n — Tn(p)). Como f es diferenciable en p, el representante local ' = f o9~ serd
diferenciable en un entorno abierto W de ¢ (p) = 0, luego para todo punto s = (s1,...,8,) € W
se tiene, por la regla de Barrow:

LdFr 1z oF "
F(s)— F(0) = /0 %(rsl, cTSp)dr = /0 Zsi (83) (rsi,...rsy)dr = ZsiHi(sl, ey Sn),s
i=1 i i=1

donde H;(s1,...,8,) = fol (%) (rsi,...rsy)dr para todo s € W. Tomando h; = H;o1) tenemos,
para cada q € ¥~ (W):

fla) = f(p) = f(@7(s)) = f(71(0)) = F(s) — F(0) = Zn: siHi(s) =Y yila)Hi(¥(q) =
i=1 ‘

- (zn: yihi> (q) = Zn:(xi — zi(p))hi(q),
=1

i=1
lo que prueba el resultado. O

Proposicién 3.1.7. Sea (O, ) una carta de la variedad con p € O y funciones coordenadas
(x1,...,xy). La coleccién de aplicaciones {8%1‘1)7 ceey %\p} es una base del espacio vectorial de

derivaciones sobre C'*°(p).

Demostracion. Veamos primero que {8%1|p, e %b} es un sistema generador del conjunto de
las derivaciones. Sea A una derivacién sobre C*°(p). Por el lema 3.1.6, para cada f € C*°(p)

existen hy,...,h, € C*(p) tales que:

A(f) = A (f(p) + ﬁ:(wi - 37i(p))hi> = A(f(p) + 2 M(wi = zi(p))hi) =

donde se han usado también los lemas 3.1.4 y 3.1.5. Esto es cierto en particular para la aplicacién
%|p, que ya hemos visto que es una derivacion. Por tanto,

O () = 52 25 o)y () = hatr) (3.14)
al'i p - aIEl p ] p - p 9 .

Jj=1
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y sustituyendo esto en la primera expresion:

n
0
A=Y Ao, (3.15)

P ax,

=1
luego toda derivacién se puede escribir como combinacién lineal de las derivadas {£|p}i:17,,,7n
Veamos que este sistema generador es ademas libre. Sean p1, ... 1y € R tales que > i ,ui% lp
0. Entonces:

" Ox,
0 = 0(x;) Z,LLZ 83; = U (3.16)

para todo j =1,...,n. ]

Proposicion 3.1.8. El espacio tangente a X en p coincide con el R-espacio vectorial de las

derivaciones sobre C°.

Demostracién. Por 3.15, toda derivacién sobre C*°(p) se puede escribir como una R-combinacién
lineal de vectores tangentes a X en p. Pero como se vio en la proposicién 3.1.1, toda R-
combinacién lineal de vectores tangentes a X en p es un vector tangente a X en p. Esto, junto

con la proposicion 3.1.3, prueba el resultado. ]

Finalmente, por la proposicién 3.1.7 se deduce el siguiente teorema que culmina la construc-

cién del espacio tangente:

Teorema 3.1.9. Sean (X, Q) una variedad n-diferenciable y p € X. El espacio tangente a X
en p, T,X, es un R-espacio vectorial de dimension n. Fijada una carta (O, @) con p € O y

funciones coordenadas (x1,...,xy,), la coleccion {8%1|p, cee %b} es una base del R-espacio
n

vectorial T, X .

Cada carta de la variedad n-diferenciable cuyo dominio contenga al punto p proporciona

una base del espacio tangente a X en p a través de sus funciones coordenadas. Sean (O, ¢1),

(O2, p2) dos cartas de la variedad tales que p € O1, O, con funciones coordenadas (z1,...,zy,) y
(y1,-..,Yn) respectivamente. Como las aplicaciones 6%1-|P son derivaciones, usando 3.15 se tiene
que:

(32) - g (3) ((;Z) (317)
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son las ecuaciones de cambio de base en T, X. Por definiciéon de la derivada parcial:

gii ) = i;zi (i ° 1) (p1(p) = aa(Pj 02001 )(¢1(p)), (3.18)

Us

de modo que la matriz del cambio de base se corresponde con la matriz jacobiana de la aplicacién

de cambio de cartas @9 o gpfl:

p) _ . 5
Bixl|p Tul(PloS%oﬁpll) %(Pnog@ogol ) TM|P
LT : : C L. (319
g _ . 5
%h’ M(P10@2O§01 1) %(PnOQongpl ) o) %|p

3.2. Diferencial de una aplicacién diferenciable

Definicién 3.2.1. Sea (X, 2x) una variedad diferenciable n-dimensional, (Y, €y ) una variedad
diferenciable m-dimensional, p € X y f : X — Y una aplicacion diferenciable. Se define la

diferencial de f en p como la aplicacion:

dfp: TpX — Tf(p)Y
v — dfp(v): C*(f(p)) — R (3.20)

g — v(gof).

Veamos que efectivamente esta aplicacion estd bien definida, es decir, que para todo v €
T,X la imagen df,(v) es un vector tangente a Y en f(p). Para ello basta ver que dfy(v) es
una derivacién sobre C*°(f(p)), es decir, que es lineal y que verifica la regla de Leibniz. Sean

g,h € C(f(p)) vy A\, u € R, entonces:
dfp(v)(Ag + ph) = v((Ag + ph) o f) =v(Ago f) +v(pho f) = Av(go f) + pv(h o f),
lo que prueba la linealidad y, como v es una derivacién y verifica la regla de Leibniz:

dfp(v)(gh) = v(gho f) =v((go f)(ho f)) = (go flp)v(ho f)+v(go f)(ho f)(p) =
= g(f(p))dfp(v)(h) + dfp(v)(g) + h(f(p)),
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lo que concluye el resultado.

Observacién 3.2.1. La diferencial de f en p es una aplicacion lineal. En efecto, si v,w € T, X

y i, A€ R:

dfp(Mv + pw)(g) = (Av + pw)(g o f) = Av(g € f) + pw(g o f). (3.21)

Observacién 3.2.2. Si v es el vector tangente a una curva a con «(0) = p, el vector dfy(v) es

el vector tangente a la curva en Y que pasa por f(p) en t = 0 dada por 5 = f o a. Véase:

dp(0)(9) = '(0)(g0 f) = g0 foaly= g0 8. (322)

Proposicién 3.2.1. Sea (X,Qx) una variedad diferenciable n-dimensional, (Y, Qy) una varie-
dad diferenciable m-dimensional, f : X — Y una aplicacién y p € X. Si f es un difeomorfismo,

entonces su diferencial en p es un isomorfismo.

Demostracion. Si f es un difeomorfismo existe la aplicacién inversa f~! : Y — X que es

biyectiva y diferenciable, de modo que podemos definir su diferencial en el punto f(p) € Y:

df;(]lo): TrpY —  T,X
v dfj,y): C®(p) — R (3.23)

g — U(g o fﬁl).
Esta aplicacién verifica:
dfy o dff—(;) =Idr, ;v ¥y dff‘(;) o df, =Idr, x, (3.24)
lo que prueba que df,, es un isomorfismo. Veamos el primer caso, siendo andlogo el segundo:
dfp © dff_(ll))(v)(g) = df']:(;))(g © f) = U(g © f © f_l) = ’U(g) = Ide(p)Y('U)(g)
O

El Teorema de la funcién inversa asegura que el reciproco del resultado anterior es cierto a

nivel local. Antes de enunciarlo recordamos un resultado necesario del Célculo.
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Proposicién 3.2.2 (Teorema de la Funcién Inversa). Sea U C R™ un abiertoy sea f : U — R"

una aplicacién de clase C*°. Si el jacobiano

d(P;o f) 395
{ O }”1n (3:25)

es no-singular en un punto p € U, entonces existe un abierto V con p € V C U tal que la

restriccion fly : V' — f(V) es biyectiva con inversa de clase C*°.

Teorema 3.2.3 (Teorema de la Funcién Inversa). Sean (X,Qx) y (Y, Qy) dos variedades dife-
renciables m y m-dimensionales respectivamente, p € X y f : X — Y wuna aplicacion diferen-
ctable. Si la diferencial de f en p es un isomorfismo, entonces existe un entorno abierto V de p

tal que fly : V. — f(V) es un difeomorfismo.

Demostracion. Por ser df, un isomorfismo se tiene dim(7,X) = n = m = dim(7(,)Y"). Tomando
dos cartas n-dimensionales (Ox, px) de Qx y (Oy, ¢y) de Qy tales que p € Ox y f(p) € Oy,
la aplicaciéon py o fo go)_(l tpx(Ox) C R™ — R" estd en las condiciones de la proposicion 3.2.2
para el punto px(p) y por tanto existe un entorno abierto U de ¢ x (p) tal que gy o fo 90)_(1|U es

un difeomorfismo. Tomando V = ¢3! (U), se tiene que f : U — f(U) es un difeomorfismo. [

3.3. Rango de una aplicaciéon diferenciable

En Algebra Lineal, se define el rango de una aplicacién lineal como la dimensién del subes-
pacio imagen y se prueba que esta cantidad es igual al rango de cualquier matriz coordenada de
la aplicacién respecto de cualquier base. Si F': U — R™ es una aplicacién de clase C! donde
U C R™ es un abierto, la matriz jacobiana Jp(x) tiene un rango para cada = € U. Se define el
rango de F' en x como el rango de la matriz jacobiana Jp(z). Diremos que F' tiene rango k en

un conjunto A C U si F tiene rango k para todo = € A.

El objetivo de esta seccién es generalizar el concepto de rango para aplicaciones entre varie-

dades diferenciables y ver que puede ser introducido de varias formas equivalentes.

Definicién 3.3.1. Sea (X, Qx) una variedad diferenciable n-dimensional, (Y, y) una variedad
diferenciable m-dimensional, f : X — Y una aplicacién diferenciable, p € X, (O, ¢) una carta

de Qx con p € Oy (V,9) una carta de Qy con f(p) € V. Se define el rango de f en p como el
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rango del representante local de f en p,

Yoy t:p(0) cR" — (V) C R™. (3.26)

Es claro esta definicién es algo pobre si hay una dependencia en las cartas elegidas. Para ver
que el rango no depende del representante local vamos a ver que la definicién anterior puede

sustituirse por otra de cardcter mas global a partir del siguiente resultado.

Proposicion 3.3.1. En las condiciones anteriores, el rango de f en p es la dimension de la
imagen de la diferencial de f en p, df,, es decir, el rango de cualquier matriz coordenada de df,

respecto de cualquier base.

Demostracion. Sea (O, ) una carta n-dimensional de X con p € O de funciones coordenadas

(x1,...,2,) y (V,9) una carta m-dimensional de Y con f(p) € Y de funciones coordenadas
(Y1, .-+, Ym). La coleccién {a%l\p, ce %\p} forma una R-base del espacio T, X y la coleccién
8%1’ Fp)s e 83;%‘ f(»)} una R-base de T(,)Y. Veamos cémo se escribe matricialmente la trans-

formacion df, a partir de las bases dadas. Tomando un elemento £|p de la base de T,X,
veamos cOmo se expresa su imagen por la diferencial en componentes de la base de T, Y. Para

ello basta aplicar dicho elemento como derivacién sobre C*°(f(p)) a cada funcién coordenada

yj € C=(f(p)):

(0 (52) )5 = () 0501 = oty o™ (600 = (oo o)t

donde (uq,...,uy,) son las coordenadas naturales de R™. Hemos probado por tanto que la matriz
coordenada de df, en esta base es la matriz jacobiana del representante local ¥ o f o ¢ ! en p,
de modo que el rango de f en p es el rango de la diferencial de f en p y por tanto la dimensién

de su imagen, que no depende de las cartas elegidas. O

Para finalizar esta seccion generalizaremos al caso de las variedades diferenciables el teorema

siguiente, que sera de utilidad para futuros resultados en la Teoria de Subvariedades.

Teorema 3.3.2 (Teorema del rango). Sean U C R™,V C R™ abiertos y f : U — V wuna
aplicacion diferenciable con rango en U igual a k. Sip € U, existen abiertos Uy CU y Vo CV

conp € Uy y f(p) € Vo y difeomorfismos g : Uy — U C R®, h: Vj — V C R™ con U,V
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abiertos tales que ho f o g_l(U) C V con:

hofog tay,...,xn) = (x1,...,24,0,...,0). (3.27)

Este teorema sostiene que una aplicacién diferenciable de rango constante k se comporta
localmente como la inyeccién de R¥ en R* x {(0)} € R*¥ x R"™~* compuesta con la proyeccién
de R" = R* x R"* en R":

R —— RF —— RFxR™*

(3.28)
(x1,. . xn) +—  (w1,...,28)  +—  (T1,...,7%,0,77F0)

Ademés, los abiertos U € R™ y V C R™ pueden elegirse como Brx(0,€) y Brm(0,¢€)

respectivamente, para el mismo € > 0, o como los cubos abiertos Cr»(0,€) y Crm (0, €).

(XIQX)

(Y, Qy)

. (Xll-"lxn)

A\

Figura 3.3: Teorema del rango generalizado a aplicaciones diferenciables entre variedades
diferenciables.

Corolario 3.3.3. Sean ahora (X,x) y (Y,y) dos variedades n y m-dimensionales respecti-
vamente y p € X. Si f : X — Y es una aplicacion diferenciable de rango k en p, podemos
aplicar el teorema anterior (a cualquier representante local de f en p) y concluir que existen

cartas (O,¢) de Qx con p € Oy (V,1) de Qy con f(p) € V tales que el representante local
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f =)o fop ! en p viene dado por:
flxy, ... xn) = (z1,...,21,0,...,0), (3.29)

donde podemos clegir ¢(0) = Crn(0,€) y (V) = Cron(0,¢) con ¢(p) = O ¥ $(f(p)) = Opon.

3.4. Fibrado tangente

Para finalizar el capitulo probaremos que la unién de todos los espacios tangentes a una
variedad diferenciable n-dimensional, en todos sus puntos, admite una estructura de variedad

diferenciable 2n-dimensional.

Sea (X, Q) una variedad diferenciable n-dimensional y considérese el conjunto:

TX = |JT,X, (3.30)
peX
que puede reescribirse como:
TX ={(p,v):pe X,veTX}. (3.31)

Sea {(O;, ¢i) }ier un atlas n-dimensional de X. Construimos los subconjuntos de 7'X:

Vi={(p,v) e TX :p€O;} (3.32)

y las aplicaciones:

¢ Vi — R>

(3.33)

(p,v) — ¢i(p7v) = ((pi(p)ﬁv(xl)7 cees U($n)),
donde (z1,...,x,) son las funciones coordenadas de la carta (O;, ;). Notar que, si denotamos
por v1, ..., v, las componentes del vector tangente v € T}, X en la base {a%i lp}, por 3.17 tenemos:

Yi(p,v) = (x1(p), - ., xn(P), V1, ..., V). (3.34)
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Vamos a probar que los pares {(V;, ;) }icr definen un atlas sobre el conjunto T'X, que determi-

nara de manera univoca una estructura diferenciable.

Lo primero que hay que ver es que {V;}icr cubre TX | que es inmediato por construccion,
al ser {O;}ic; un cubrimiento de X. Por otra parte, las aplicaciones v; son inyectivas y sus
imagenes 1;(V;) = ;(0;) x R™ son abiertos en R?", de modo que los pares (V;,1;) son cartas

2n-dimensionales sobre T'X.

Veamos ahora que todo par de cartas con dominios no disjuntos es compatible. Sean (V7,)
y (Va,19) dos cartas tales que Vi NVa # (. Como Vi NVa = {(p,v) € TX :p € O1 N0} # 0,
entonces O1 N Oz # 0 y los conjuntos ¢ 2(Vi N V) = R™ X ¢1.2(01 N O2) son abiertos en R?".

Probemos que el cambio de cartas es una aplicacion C*°:

1/1207#1_1(1'1,...,xn,vl,...,vn):(yl,...,yn,wl,...,wn)<:>wl_l(:rl,...,xn,vl,...,vn):

=5 (Y15 Yny w1, ws) S (o) = (g, w).

Para que la igualdad sea cierta deberan ser iguales las dos componentes de las antiimagenes

anteriores, es decir:

P=o1 (@1, xn) = 95 (Y1, n) = g (3.35)
v=> vil=—) =) wi|—] =w. (3.36)
; (5‘3&1 D 32221 J 8yj q
Despejando en 3.35 y usando 3.17 en 3.36 se tiene:
(ylv s 7y7l) =¥20 90171 (337)
(v1,...,0,)" = ot (W1, w7, (3.38)

donde J 00 denota la matriz de cambio de base 3.19. Asi, los cambios de carta son diferen-
1

ciables de clase C*° y hemos probado que la colecciéon {(V;, 1;)}icr es un atlas del conjunto T'X,

que determinard una unica estructura diferenciable. La variedad diferenciable resultante recibe

el nombre de fibrado tangente.



Capitulo 4

Subvariedades

El rango de las aplicaciones diferenciables tiene una relevancia especial para la generaliza-
cién de algunas estructuras del espacio euclideo. Cuando es méaximo, estas aplicaciones sirven
como punto de partida para extender las nociones de curva y superficie mediante el concepto
de subvariedad. Buscaremos, en este capitulo, la manera mas apropiada de introducir esta cons-
truccién, partiendo de las inmersiones y restringiendo sus propiedades hasta definir finalmente

la subvariedad regular.

4.1. Inmersiones

Definicién 4.1.1. Sea (X, 2x) una variedad diferenciable n-dimensional, (Y, y ) una variedad
diferenciable m-dimensional y f : X — Y una aplicacién diferenciable. Se dice que f es una
inmersion si df, es inyectiva para todo p € X. En ese caso se dice que X estd inmersa en Y o

que la imagen f(X) es una subvariedad inmersa en Y.

Observacion 4.1.1. Como el rango de toda aplicacién diferenciable f en p € X es el rango de
su diferencial en p, podemos definir una inmersién de manera equivalente como una aplicacién
f: X — Y tal que su rango coincide con la dimensién de la variedad (X, Qx) para todo punto

p € X. Esto es inmediato viendo que n = dim(ker(dfy)) + rg(df,).

En los ejemplos sucesivos tomaremos R o un intervalo abierto suyo como variedad de salida
y R? 0 R3 como variedad de llegada, ambas con la estructura diferenciable determinada por la

carta identidad (un solo dominio con la aplicacién identidad al espacio euclideo correspondiente).

92
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Ejemplo 4.1.1. La aplicacién f : R — R3 con f(t) = (cos(27t),sin(27t), 1), que tiene por
imagen una hélice con eje, el eje z en R?, contenida en el cilindro unidad, es una inmersién pues

su jacobiano (—2msin(27t), 27 cos(27t),0) tiene rango 1 para todo ¢t € R.

Ejemplo 4.1.2. La aplicacién f : R — R? dada por f(t) = (cos(2nt),sin(27t) tiene por
imagen la circunferencia unidad en R? y es una inmersién pues su jacobiano tiene rango 1 para

todo t € R.

Ejemplo 4.1.3. La aplicacién f : (1,00) — R? dada por f(t) = (% cos(2mt), %sin(%rt))

tiene por imagen una espiral con centro en el origen y que tiende a la circunferencia de radio
% con mismo centro (figura 4.1.3). Es sencillo comprobar que el jacobiano solo se anula si
cot(27mt) = — tan(2wt):
1 t+1 1 t+1
Jp(t) = (—%2 cos(27t) — %w sin(27t), v sin(27t) 4+ %ﬂ' cos(27rt)) =(0,0) &

< cot(2mt) = —(t + 1)2nt = — tan(27t).

Esto no es posible para ningtin valor de ¢ € R, de modo que f es una inmersién de (1,00) en

R2.

Figura 4.1: Inmersién del intervalo (1,00) en R2.

Ejemplo 4.1.4. Sea f : R — R? dada por f(t) = (2cos(t — Z),sin(2(t — %)). La imagen de
esta aplicacion es la figura ocho’ (figura 4.2 a) que en cada intervalo (nm, nm+27) da una vuelta
completa, empezando en el origen para t = 0. Es inmediato comprobar que es una inmersién

viendo que el jacobiano correspondiente tiene rango 1.
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Resulta més interesante una variacion de esta aplicacién. En este caso hacemos que la imagen
pase por el origen una tinica vez, para t = % Parat — —oo y t — oo la imagen tiene por limite al
origen, como se esquematiza en la figura 4.2 b. Esto se puede conseguir cambiando el parametro
en la transformacion anterior, tomando cualquier funcién g : R — R mondtona creciente de
clase C*° tal que ¢g(0) =7, limg(t) =0y lim g(¢t) = 27 (Puede usarse por ejemplo la funcién

t—00 t——o00
g(t) = m+ 2cot(t)). La nueva aplicacién viene dada por la composicién de la funcién f anterior

con esta nueva g, es decir, por:

que es de nuevo una inmersion.

Figura 4.2: Inmersiones de R en R2.

El interés de los ejemplos anteriores reside en mostrar las pocas restricciones que una aplica-
cién necesita para ser considerada inmersiéon. No es necesaria la inyectividad, como reflejan los
ejemplos 4.1.2 o la 'figura ocho’ de 4.1.4, cuyas imagenes pasan una cantidad infinito numerable
de veces por los puntos (0,1) y (0,0) respectivamente, para los valores ¢t = 0, £27, +4m,.... Si
la aplicacion es inyectiva, tampoco es necesario que su restriccién a la imagen f : X — f(X)
sea un homeomorfismo. Este tltimo es el caso de la variaciéon de la figura ’ocho’ en el ejemplo
4.1.4: la imagen F'(R) se corresponde con una vuelta de la figura ocho en 4.1.4 (a), que no es
homeomorfa al espacio de salida R. Estos ejemplos llevan a definir las subvariedades a partir de

condiciones més fuertes.
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4.2. Embebimientos y subvariedades regulares

Definicién 4.2.1. Sea (X, 2x) una variedad diferenciable n-dimensional, (Y, y) una variedad
diferenciable m-dimensional y f : X — Y una aplicacién diferenciable. Se dice que f es un
embebimiento si la restriccién a la imagen f: X — f(X) es un homeomorfismo. La imagen de

un embebimiento se llama subvariedad embebida.
Ejemplo 4.2.1. La aplicacién del ejemplo 4.1.3 es un embebimiento.

Proposicién 4.2.1. Todo embebimiento es una inmersién.

Demostracion. Si f : X — Y es un embebimiento, su restricciéon a la imagen serd un ho-
meomorfismo y por tanto f : X — f(X) serd un difeomorfismo. Por la proposicién 3.2.1
la diferencial de f[;x) en todo punto p € X serd un isomorfismo, luego inyectiva para todo

pe X. OJ

Proposicion 4.2.2. Toda inmersion es localmente un embebimiento.

Demostracion. Sea (X,{lx) una variedad diferenciable n-dimensional, (Y,Qy) una variedad
diferenciable m-dimensional, f : X — Y una inmersién y p € X. Como f tiene rango constante
igual a n, por 3.3.3 podemos tomar cartas (O, ) de Qx con p € O, (V,¥) de Qy con f(p) €

f(O) C V tales que el representante local de f en p viene dado por:

f=vofop™: 90O  — P(V)

(1,...,2n) — (x1,...,2p,0,...,0).

(4.2)

Para ver que f : O — f(O) es un homeomorfismo basta ver que f : ¢(0) — f(©(O)) es un
homeomorfismo, pues f =¥ 1o fo », ¥y o son homeomorfismos por definiciéon y la topologia
de f(O) como subespacio de V' es la misma que la relativa a Y por ser V abierto. Pero f lo(0)

es un homeomorfismo por construccién, luego f es localmente un embebimiento. O

Definicién 4.2.2. Sea (X, 2) una variedad diferenciable m-dimensional y sea A un subconjunto
de X. Se dice que A tiene la propiedad de n-subvariedad si para cada p € A existen cartas (O, )

con p € O y funciones coordenadas (z1,...,x,,) tales que:



EMBEBIMIENTOS Y SUBVARIEDADES REGULARES 56

i) p(0) = Crm(0,¢€),

iit) o(ONA)={x € Crm(0,€) : xpt1 =+ = Xy = 0}.
Se dice que las funciones coordenadas (z1,. .., %) o las cartas (O, ¢) estan adaptadas a A en p.
La figura 4.3 muestra un subconjunto A de R3 que tiene la propiedad de 2-subvariedad.

R3

¢(0)

X

-

llXZIO)

¢(p)

Figura 4.3: Carta de R3 adaptada a A.

Proposiciéon 4.2.3. Sea (X, () una variedad diferenciable m-dimensional y sea A C X satis-
faciendo la propiedad de n-subvariedad, con n < m. Entonces, A es una variedad diferenciable
n-dimensional y cada carta (O, ) adaptada a A define una carta en A dada por O=0nA
y ¢ = mo |, donde m : R™ — R™ es la proyeccién a las n primeras coordenadas. Estas
cartas de A constituyen un atlas que determina una unica estructura diferenciable, para la cual

la inclusién 7 : A < X es un embebimiento.

Demostracion. Sea p € Ay sea (O, ) una carta adaptada a A en p. Veamos que (O, @) define
una carta en A. Por construccién O = O N A es abierto en la topologia del subespacio y @ es
homeomorfismo en la misma topologia, por ser composiciéon de homeomorfismos. Esto tltimo nos
indica que la topologia que va a inducir la variedad diferenciable en A coincide con la topologia
de A como subespacio de X. Claramente los dominios O cubren A, luego falta comprobar que
todo par de cartas es compatible. Si (O1, ¢1), (O3, p2) son dos cartas adaptadas a A de X con
01N Oy # 0, las correspondientes O = O1 N Ay Oy = O N A tienen interseccién no vacia.

1

Veamos que @1 o g1y s 0 31! son de clase C°.

Sea 6 : R — R™ tal que (z1,...,2,) = (1,...,20,0,...,0), de modo que 7o 0 = Idgn.

1 1

0 es de clase C*°, luego 1~ o 0 serd también de clase C*°. Igualmente G2 = 7 0 2|5,

:SO_

serd de clase C™ en O; N 62 por serlo T y 2 en el abierto Oy N O;.
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Por tanto, todo par de cartas es compatible y queda definido un atlas en A que determina una
unica estructura diferenciable n-dimensional. La inclusién ¢ : A < X se escribe en coordenadas
adaptadas como (z1,...,2,) — (z1,...,2,,0,...,0), de modo que es una inmersiéon. Ademas,
su restriccién a la imagen es un homeomorfismo, de modo que A es una variedad diferenciable

n-dimensional embebida en X. O

Definicion 4.2.3. En las condiciones anteriores, el subconjunto A junto con la estructura dife-
renciable n-dimensional que determinan las cartas adaptadas se denomina subvariedad regular

de (X, Q).

El resultado siguiente prueba que los conceptos de subvariedad regular y subvariedad embe-

bida son equivalentes.

Teorema 4.2.4. Sea (X,x) una variedad diferenciable n-dimensional, (Y,Qy) una variedad
diferenciable m-dimensional y f : X — Y un embebimiento. Entonces, A = f(X) tiene la pro-
piedad de n-subvariedad y por tanto es una subvariedad reqular de Y. Ademds, A es difeomorfa

a X a través del difeomorfismo f : X — A.

Demostracién. Probaremos que A = f(X) tiene la propiedad de n-subvariedad, es decir, que
para todo ¢ = f(p) € A existe una carta adaptada a A en p satisfaciendo las condiciones de la
definicién 4.2.2. En particular, f es una inmersién luego tendrd rango constante igual a n. Por

el corolario 3.3.3, podemos tomar cartas (O, ) en X y (V 1) en Y tales que:

Z) QO(Z?) = (07 ce 70) € CR"(()?E) = 90(0)’

ZZ) w(Q) = (07 ce 70) € CRm(Ove) = ’(/J(V),

A

i7i) El representante local de f en p estd dado por f(z1,...,z,) = (21,...,2y,0,...,0).

Si f(O) = V o A, entonces la carta (V,1)) estard adaptada a A en ¢. Esto se prueba usando
que f es un embebimiento y que por tanto f(O) es un abierto en la topologia de subespacio
de A, es decir, que f(O) sera de la forma f(O) = W N A donde W es un abierto de Y, que
podemos suponer contenido en V' sin pérdida de generalidad pues f(O) C V. Asi, (W) es
un abierto contenido en Crm (0, €) conteniendo al origen y al subconjunto ¥ (f(0)). Tomando
un cubo abierto més pequeiio, Crm (0,5) C (W), sea V. = ¢~ (Crm(0,8)) y ¢ = 9|y. Se
tiene que (V,7)) es una carta cuyo dominio contiene a ¢ y que f(O)NV =V N A. Si hacemos
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O = ¢ (Crn(0,0)) = f~HV) y ¢ = ¢|5 vemos que los pares (O,3) y (V,9) tienen ambos
las propiedades 1), i), i71) y satisfacen ademds f(O) = V N A. Esto prueba que A tiene la
propiedad de n-subvariedad y que f es un difeomorfismo, pues la aplicacién inversa expresada
en las coordenadas adaptadas dadas por (V,m01) y (O,%) es fil(xl, ceyTp) = (T1,. -, Tn) ¥

es diferenciable. O

Proposicion 4.2.5. Toda subvariedad compacta inmersa inyectivamente en un espacio 15 es

una subvariedad regular.

Demostracion. Sea f: X — Y una inmersién entre variedades diferenciables. Como Y es Th
y X es compacto, tenemos una aplicacién continua de un compacto a un 75, de modo que la
imagen de cualquier cerrado en X serd un cerrado en Y. Como f : X — f(X) es biyectiva f
llevard también abiertos en abiertos, de modo que la inversa f=!: f(X) — X es continua y

se tiene que f es un embebimiento. Por el teorema anterior f(X) es una subvariedad regular de

Y. O

Teorema 4.2.6 (Teorema de la funcién implicita). Sea (X,Qx) una variedad diferenciable n-
dimensional, (Y,Qy) una variedad diferenciable m-dimensional, f : X — Y wuna aplicacion
diferenciable y q € f(X). Si f tiene rango constante igual a m en A = f~1(q), el subconjunto

A es una subvariedad reqular cerrada de X de dimension n — m.

Demostracion. Sea A = f~1(q). Como se vio en 2.3.1, toda variedad diferenciable es T} en
su topologia, luego los conjuntos unipuntuales {¢} son cerrados en Y y su antiimagen por la
aplicacién continua f, A, sera un cerrado en X . Basta ver por tanto que A satisface la propiedad

de (n — m)-subvariedad.

Sea p € A. Como f tiene rango constante igual a m en p, por el corolario 3.3.3 podemos
tomar cartas (O,¢) de X con p € Oy (V,9) de Y con ¢ € V tales que ¢(p) y ¥(q) son los
orfgenes de R"™ y R™ respectivamente, p(O) = Crn(0,¢), ¥(V) = Crm(0,€) y el representante

local de f dado por este par de cartas en p se escribe:

Yo fop txy,...,xn) = (x1,...,2m,0,...,0). (4.3)
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Por tanto, los tinicos puntos de O cuya imagen pertenece a {q} seran aquellos cuyas m primeras

coordenadas sean cero. Asi:

~

ANO =9 oo fT70) = ' (f71(0)) = ¢ '(x € Cra(0,€) s 2y = -+ = Ty, = 0}, (4.4)

de modo que O es una carta adaptada a A en p. A satisfara asi la propiedad de (n—m)—subvariedad

y por tanto serda una subvariedad regular cerrada de X de dimensiéon n — m. O

Ejemplo 4.2.2. El Teorema anterior puede utilizarse para comprobar rapidamente que un
subconjunto de una variedad diferenciable admite estructura de subvariedad regular. Consi-
deremos la variedad diferenciable n-dimensional (R™, {(R",Idg~)}), la variedad diferenciable
1-dimensional (R, {(R,Idr)} y la aplicacién:

f: R" — R

(4.5)
(T1y..yxn) —> Yoy x?

Esta aplicacién es diferenciable y tiene rango constante igual a 1 en R™\{0}, pues su jacobiano
viene dado por J¢(p) = (221, ...,2x,), que es no nulo excepto en 1 = --- = x, = 0. El punto 1
pertenece a su imagen y 0 ¢ f~1(1), luego por el Teorema de la Funcién Implicita el subconjunto

f7H1) = 8™ ! es una subvariedad regular cerrada de R™\{0} de dimensién n — 1.



Capitulo 5

Variedades cociente

La Teoria de Variedades Cociente servira de cierre a este trabajo, aportando un nuevo punto
de vista a la Teoria de Variedades con la introduccién de elementos puramente algebraicos.
Comenzaremos desarrollando el concepto de submersién, que nace como complementario de las
inmersiones ya estudiadas, y analizaremos cémo a partir de ellas puede dotarse a un conjunto
cociente de estructura diferenciable de manera natural. Si la relacién de equivalencia viene dada
por la accién de un grupo sobre la variedad, el espacio cociente adquirird estructura diferenciable
en funcién de las propiedades algebraicas de la accién, que determinara también algunas de sus
propiedades topoldgicas. Recuperaremos el ejemplo de las variedades de Grassmann y cerraremos
el capitulo con el estudio de los dominios fundamentales, una herramienta que permite construir

espacios de gran relevancia matemaética como son la cinta de Moebius o la botella de Klein.

5.1. Submersiones

Definicién 5.1.1. Sea (X, 2x) una variedad diferenciable n-dimensional, (Y, €y ) una variedad
diferenciable m-dimensional y f : X — Y una aplicacién diferenciable. Se dice que f es una

submersion si df, es suprayectiva para todo p € X.

Observacion 5.1.1. Como el rango de toda aplicacién diferenciable f en p € X es el rango de
su diferencial en p, podemos definir una submersion de manera equivalente como una aplicacién
f: X — Y tal que su rango coincide con la dimensién de la variedad (Y, 2y ) para todo punto

peX.

60
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Ejemplo 5.1.1. Para cada n,k € N con n > k, escribiendo R" = RF x R"* se tiene la

proyeccion canodnica:
I: R*xR"* — RF*

(5.1)
(x,y) +—
cuya matriz jacobiana viene dada por:
Idp 0
J, (z,y) = , (5.2)
0 0

que tiene rango igual a k para todo (x,y) € R¥ x R"*. Asf, la proyeccién II; es una submersién.

Ejemplo 5.1.2. Consideremos la variedad 2-dimensional (R?, {(R? Idg2)}) y el cilindro cons-

truido en el ejemplo 1.2.6 como el producto S' x R.. La aplicacién:

fi R — S'xR
(5.3)
(r,y) +—— (cos(2mz),sin(27x),y)

es una submersion. Si tomamos la carta (O; x R, p11dR) en S* x R, el representante local de f:

f=¢ldgof: RZ — R?

(5.4)
(r1i,r2) +—— (277r1,72)
es diferenciable y tiene rango igual a 2 en todo punto de R?, pues
2 0
Jf(’r‘l,TQ) = (55)
0 1

es una matriz de rango 2. El razonamiento es andlogo si se toma la carta (O x R, @oldr), luego

f es una submersién de R? en el cilindro S' x R.

Lema 5.1.1. Sean n,k € N con n > k, A* un abierto en R" y f : A* — R” una aplicacién
diferenciable con rango igual a k en un punto p € A*. Entonces, existen abiertos 4, B € R"
tales que p € A C A* y existe h : B — A difeomorfismo tal que la composicién f o h coincide

con la proyeccién canénica 5.1 en su dominio.
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Demostracion. Si f : A* — RF tiene rango k en p, existen 1 < 07 < 09 < --- < 0 < n tales

of;
det (( Dia, )p) 0, (5.6)

donde (ui,...,uy) son las coordenadas naturales de R, i = 1,...,ky j = 1,..., k. Tenemos

que

asi una correspondencia
o: {1,....k} — {l,...,n}

(5.7)
J — 0j
que podemos extender a una permutaciéon o : {1,...,n} — {1,...,n} y, consecuentemente, a
una permutacion de las coordenadas de los elementos de R":
0: R" — R"
(5.8)
(X1, y2n) — (Tgyye-esTg,)-

Esta construccién reescribe el determinante 5.6 como:

3(f09)i> ) _ (( 8fi> )
det = det # 0, (5.9)
(< %5 o) Ouey ),

con i,j =1,...,k. Definiendo ahora
o: R" — 6(A*) ——— R"
(5.10)
(X1, 2p) — (Toyye ey To,) — (f(@oyy ey Zo, )y Mooy ooy T6,)),

donde IIy es la proyeccién a las n — k tltimas componentes, se tiene que

&Pz‘)
det £0 (5.11)
(<8“j el(p)>

parai,j = 1,...,n, es decir, que el rango de ¢ en §~1(p) es igual a la dimensién de la variedad

de salida e igual a la dimensién de la variedad de llegada, luego la diferencial de ¢ en 6~ !(p)
es un isomorfismo. La aplicacién ¢ satisface asi las hipotesis del Teorema de la Funcién Inversa
(3.2.3), de manera que existe un entorno abierto A de p con A C A* tal que p|q : A —
©(A) es un difeomorfismo, es decir, existe un abierto B = p(A4) € R" tal que ¢ : A — B

es un difeomorfismo. Asi, la aplicacién inversa h = ¢! : B — A es el difeomorfismo que
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buscamos, pues la composicién foh coincide, por construccién, con la proyeccion a las k primeras

componentes. [

Lema 5.1.2. Sean n,m € N con n > m, (X,{Qx) una variedad diferenciable n-dimensional,
(Y,Qy) una variedad diferenciable m-dimensional y f : X — Y una aplicacién diferenciable
con rango igual a m en un punto p € X. Entonces, para toda carta (V, 1) € Qy tal que f(p) € V,

1

existe una carta (U, ) € Qx tal que p € U, f(U) C V y el representante local 1o fop™" coincide

con la proyeccién candnica a las m primeras componentes.

Demostracién. Como f es diferenciable en p, existen cartas (O, €) € Qx, (0,€) € Qy tales que
p € O, f(O) C Oy el representante local £ o f o ¢! es diferenciable de clase C™ en &(p). Como
f(p) € V por hipétesis, la interseccion O NV es un abierto no vacio de Y y, como f es continua
por ser diferenciable, W = f~1(ONV) es un subconjunto abierto de O. Por la proposicién 2.1.1,
el par (W, &|w) serd una carta de Qx, verificando por construccién que p € Wy que f(W) C V.
Ya hemos visto que si un representante local de f en p es diferenciable, todo representante local

de f en dicho punto también lo serd, luego la aplicacién:
f=wofoel:e(W)CR" — (V) C R™ (5.12)

es diferenciable de clase C'*™° y, como el rango de una aplicaciéon diferenciable en un punto es el
rango de cualquier representante local en dicho punto, f tiene rango igual a m en £(p). Esta
aplicacién verifica por tanto las hipdtesis del lema 5.1.1, luego existen abiertos A, B € Tgn, con
£(p) € A C £W) y un difeomorfismo h : B — A tal que f o h coincide con la proyeccién

canonica a las m primeras componentes. Consideramos el par:

(U, ) = (£71(A),h7 0 Elemaiay) (5.13)

que es una carta en (X, Qx) pues ¢ es inyectiva por ser composicién de aplicaciones inyectivas
y la imagen ¢(U) = B es un abierto. Esta carta satisface que p € U, f(U) C V y que el

representante local:

¢ofogo_1:wofo(h_loﬂgq(m)_l:¢ofo§_l‘th:foh, (5.14)

que coincide con la proyeccién candnica a las m primeras componentes. O
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Figura 5.1: Construccién de la carta (U, ¢) en la demostracién del lema 5.1.2.

Proposicién 5.1.3. Seann, m € N conm < n, (X, Qx) una variedad diferenciable n-dimensional,
(Y, Qy) una variedad diferenciable m-dimensional y f : X — Y una submersién. Entonces, pa-
ra todo p € X y toda carta (V,¢) € Qy con f(p) € V, existe una carta (U, p) € Qx tal que
p €U, f(U) CV y el representante local 1) o f o ¢! coincide con la proyeccién canénica a las
m primeras componentes:

pofop i pU)CcR™xR"™™ — ¢(V)CR™

1) (5.15)
x,y —

Demostracion. De acuerdo a la observacién 5.1.1, f tiene rango constante igual a m para todo
p € X por ser una submersién, de manera que podemos aplicar el lema anterior a cada punto

de X y el resultado es inmediato. O

Proposicién 5.1.4. Sean > m, (X, Qx) una variedad diferenciable n-dimensional, (Y, Qy ) una
variedad diferenciable m-dimensional y f : X — Y una aplicacién diferenciable. Entonces, f es

una submersién si y solo si para todo p € X existe una aplicacién diferenciable g : U C Y — X

tal que fog=1Idy y go f(p) = p.

Demostracion.
Supongamos que f es una submersion y sea p € X. Por la proposicién 5.1.3, existen cartas

(0,¢) € Qx, (V,¢) € Qy tales que p € O, f(p) € V, f(O) C V y el representante local f
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coincide con la proyeccién Iy a las m primeras componentes, es decir, II; = o fop™! en p(O),
luego ¢t oIl = fop~!en p(O). Sean ahora p(p) = (a,b) € R™ x R"™™ y la aplicacion:
¢ R™ — R"

(5.16)
x > (z,b).

Por lo anterior, fop~!o&04) es una restriccién de 1p~! oII; 0 € 01, que es la aplicacién identidad
en V, luego fop~to&o1) serd la aplicacién identidad en el dominio de g = p~! 0 €04, es decir,

en U = ¢~ }(W), donde

W =0 (p(0) N EW(V))). (5.17)

Como por construccién g o f(p) = p y g es diferenciable por ser composiciéon de aplicaciones

diferenciables, g : U — X es la aplicacién que buscamos.

E(R™)
(0) R” W)

®(p)=(a,b)
@(0)Ng(W(V))

- &(W(V))

14

Figura 5.2: Construccion del entorno abierto W de ¢(f(p)).

Sea g: U CY — X la aplicacién diferenciable que proporciona la hipétesis. Entonces,
dfp (¢] dgf(p) = dIde(p) = dIde(p) = Ide(p)Y. (518)

Como Ide(p>y es suprayectiva, df, también lo serd. Al ser esto cierto para todop € X, f : X —

Y es una submersion. O
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Proposicién 5.1.5. Sean (X, lx) una variedad diferenciable n-dimensional, (Y, 2y') una varie-
dad diferenciable m-dimensional, (Z, {)z) una variedad diferenciable s-dimensional, f : X — Y
una submersion suprayectiva y g : Y — Z una aplicacion. Si g o f es diferenciable, entonces g

es diferenciable.

Demostracion. Sea ¢ € Y. Como f es suprayectiva, existe p € X tal que f(p) = ¢y, como
f es una submersién suprayectiva, por la proposiciéon 5.1.4 existe una aplicacién diferenciable
h:UCY — X tal que foh = Idy. Entonces, g|y = (g o f) o h, que es diferenciable por
ser composicién de diferenciables. Asi, g es diferenciable en ¢ para todo ¢ € Y, luego g es

diferenciable. ]

Proposicién 5.1.6. Toda submersion es una aplicacién abierta.

Demostracion. Sean (X, {lx) una variedad diferenciable n-dimensional, (Y, €y ) una variedad
diferenciable m-dimensional, f : X — Y una submersién y V' € 7x. Veamos que f(V) es un
abierto en la topologia que induce (Y,y). Sea f(p) € f(V). Como f es una submersién, por
la proposicion 5.1.4 existe una aplicacién diferenciable g : U CY — X tal que fog=1Idy y
go f(p) = p. Como g es diferenciable sera continua, luego g~ (V) es un entorno abierto de f(p).

Ademés, como f o g = Idy:

ldyof=g"'=Iduof)(V)=Unf(V)=g"'(V)= fp) €g (V) C f(V),  (5.19)

luego f(V) es un entorno de todos sus puntos y, por tanto, un abierto en 7y. O

5.2. Variedades cociente

Definicién 5.2.1. Sea (X,(2) una variedad diferenciable n-dimensional, R una relacién de
equivalencia en X y X/R el conjunto cociente correspondiente. Si X/R admite una estructura
diferenciable tal que la proyeccién canénica:

m X — X/R
(5.20)

p — [

es una submersion, se dice que X /R es una variedad cociente de (X, ) por la relaciéon R.
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Proposicién 5.2.1. Sean (X,Qx) y (Y,Qy) variedades diferenciables de dimensiéon n y m
respectivamente. Entonces, existe una submersién suprayectiva de X en Y si y solo si existe una

variedad cociente de X difeomorfa a Y.

Demostracion.

Sea f: X — Y una submersion suprayectiva. Definimos la relacién R en X siguiente:

pRq = f(p) = f(9), (5.21)

para todo p,q € X. Es claro que R es una relaciéon de equivalencia y construiremos a partir de
ella el conjunto cociente X/R. Consideremos ahora la biyeccidn:
¢: X/R — Y

(5.22)
[z] — f(2),

que usaremos para definir una estructura diferenciable en X/R tal que X/R sea una variedad
cociente difeomorfa a Y. La inyectividad de ¢ se tiene por 5.21 y la suprayectividad por ser f

suprayectiva. Por cada carta (V,v) de (Y,€Qy) definimos una carta m-dimensional sobre X/R

como el par (O, @), donde

0=¢YV), (5.23)
(2

0¢:0 — R™. (5.24)

Veamos que (O, ¢) es una carta m-dimensional sobre X/R. Los entornos coordenados son sub-

conjuntos de X/R, O = ¢~'(V) C X/R, las imagenes

$(0) = @(¢p (V) =vod(¢ (V) = (V) (5.25)

son abiertos y las aplicaciones ¢ son inyectivas por ser composicién de inyectivas. Asi, (O, @) es
una carta m-dimensional sobre X/R. Como {V : (V,4) € Qy} cubre Y, el conjunto de todos
los entornos coordenados {O : O = ¢~ 1(V), (V1) € Qy} cubrird X/R. Veamos que todo par de
cartas sobre X/R es compatible. Sean (O1,$1) v (O2, @) dos cartas m-dimensionales en X/R,
con O1N0y # (), construidas a partir de las cartas (Vi,41) y (Va,42) de (Y, Qy ) respectivamente.
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Como O; N Oy # () implica V3 N Vs # 0, los conjuntos:

$1(01 N O0z) = (10 9) (¢ (Vi) N ¢~ (V2)) = ¢1 (Vi N Va) (5.26)

$2(01 N 02) = (1h200) (¢~ (Vi) N ¢~ 1(Va)) = v2(Vi N V) (5.27)

son abiertos en R™ y las aplicaciones

Grogy b =vrodo(¢p o) =10y’ (5.28)
Gropr P =1ppopo(p o) = b oyt (5.29)

son diferenciables de clase C* por ser (Vi,¢1) y (Va,12) cartas compatibles. Por tanto, la

coleccién de todas las cartas (O, @) sobre X/R construidas segin 5.23 y 5.24 forma un atlas

m-~dimensional sobre X/R, que inducird una unica estructura diferenciable sobre el cociente.

Veamos ahora que la estructura diferenciable construida hace que la proyeccion candnica
7w sea una submersion, para lo que comprobaremos en primer lugar que 7 es una aplicacién
diferenciable. Sea p € X, como f es diferenciable en p, existen cartas (O, ¢) € Qx, (V,9) € Qy
tales que p € O, f(p) € V, f(O) C V y el representante local f =10 foep ! es diferenciable de
clase C*°. Tomando la carta (O, @) construida a partir de (V, ), como f(p) € V:

o (f(p)=Ipl e (V)=0 (5.30)

y, como f(O) C V:
m(0) =6~ (f(0)) c o (V)= 0. (5.31)

Asi, el representante local pomopl =1ogpomopt =1 o fop ! es diferenciable de clase
C> en ¢(p). Queda probado asi que 7 es diferenciable dotando al cociente de la estructura

diferenciable construida.

Para ver que es una submersion, usaremos la proposicién 5.1.4. Como f es una submersion,
para cada p € X existe una aplicacién g : U C Y — X diferenciable tal que fog = Idy y

(go f)(p) = p. Sea la composicion:

go¢:¢ 1 (U)c X/R — X, (5.32)
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que es diferenciable por ser composicion de diferenciables (¢ puede escribirse a partir de 5.24
como 1)1 o @, donde ¥~ y @ son diferenciables por ser difeomorfismos las aplicaciones de las

cartas) y verifica, para todo [p] € ¢~ 1 (U):

mo (go¢)([p]) = mog(é([p]) = mog(f(p)) =7(go f(p)) = n(p) = [pl, (5.33)
pues g o f = Idy y, como (go f)(p) = p:
godom(p)=go(é(p])) =go f(p) =p. (5.34)

Por tanto, la aplicacién g o ¢ : ¢~ 1(U) — X satisface las hipotesis de la proposicién 5.1.4,
de manera que la proyeccién canénica 7 es una submersién y, por tanto, X/R es una variedad

cociente de X por la relacion R.

Por dltimo, veamos que esta variedad cociente es difeomorfa a (Y, Qy ), viendo que la biyec-
cién ¢ es, ademas, un difeomorfismo. Ya hemos razonado que ¢ es diferenciable, luego basta ver
que ¢~ : Y — X/R también lo es. Para ello veamos que ¢~ es diferenciable en f(p) para cada
f(p) € Y. Como hemos visto por la proposicién 5.1.4, para cada p € X existe una aplicaciéon
diferenciable g : U C Y — X tal que mogo ¢|¢—1(U) = Id4-1(1), es decir, para cada flp) ey
se tiene que ¢! = 7w o g, luego ¢! es composicién de aplicaciones diferenciables. Por tanto, ¢

es un difeomorfismo entre la variedad cociente y la variedad (Y, Qy).

Reciprocamente, sea X/R la variedad cociente de X por la relaciéon R. Por hipdtesis, existe

un difeomorfismo:

¢: X/R —Y
]l —  o(lp)-

(5.35)

Vamos a probar que la aplicacion:

fr X — Y
p — o([p]),

(5.36)

es una submersion suprayectiva de X en Y. Como X/R es una variedad cociente de X por la
relacién R, la proyecciéon candnica 7 es una submersion. Por la proposicion 5.1.4, para cada

p € X existe una aplicacién diferenciable g: U € X/R — X tal que mog = Idg y gom(p) =p.



VARIEDADES COCIENTE 70

Como ¢ es un difeomorfismo, ¢! sera diferenciable y asi la aplicacién siguiente:

gogp l:p(U)CY — X (5.37)

también lo serd. Ademds,
fogod ym=domogod ym =doldy o |y = Idy, (5.38)
goo¢ o f(p)=gl¢~ (f(p) = g(r(p)) = p, (5.39)

luego go¢~! es una aplicacién diferenciable en las condiciones de la proposicién 5.1.4, de manera,

que f: X — Y es una submersion, que sera suprayectiva por serlo ¢. O

Ejemplo 5.2.1 (Variedades de Stiefel). Se llama p-referencia o p-marco en R™ a un conjunto
ordenado de p vectores de R"™ linealmente independientes. Denotemos por S(p, R™) al conjunto

de todos los p-marcos en R” y construyamos la aplicacion:
f:Sm,R") — My, ,(R) (5.40)

que asigna, a cada p-marco en R", la matriz que tiene por columnas a las coordenadas de los
vectores que lo componen respecto a una base dada. f estd bien definida y es claramente una
biyeccién. Como vimos en el ejemplo 2.3.5, (M}, (R),Qxq,) es una subvariedad abierta de
(Maxp(R), Qp), definida en el ejemplo 1.2.2. Para cada carta np-dimensional (O, ¢) € Q,,

definimos el par

(Vo) = (F710), 00 f), (5.41)

que es una carta np-dimensional sobre S(p, R™). En efecto, las aplicaciones ¢ o f son inyectivas
por ser composicién de aplicaciones inyectivas y las imagenes ¢ o f(V) = po f(f~1(0)) = ¢(O)
son abiertos en R" por ser (O, ) una carta np-dimensional. Ademas, como f es una biyeccién,

el conjunto {f~1(0) : (0, ¢) € Qu,} cubre S(p,R™) y, si (f71(01), 10 ), (f71(O2), 20 f)

son dos cartas sobre S(p, R™) con dominios no disjuntos, entonces O1 N Og # (). Los conjuntos

e10 f(f7H(01) N f71(02)) = ¢1(01 N O2) (5.42)

@20 f(f7H(O01) N f7H(02)) = ©2(01 N O3) (5.43)
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son abiertos en R™ y las aplicaciones:

(prof)o(paof)  =profof o' =prop! (5.44)

(paof)o(prof) P =geofoflopt =pgopr? (5.45)

son diferenciables de clase C'*°, luego todo par de cartas es compatible y el conjunto:

{(f70), 90 f): (0. 9) € O, } (5.46)

es un atlas np-dimensional sobre S(p, R™) que induce una tnica estructura diferenciable Qg. La
variedad diferenciable resultante recibe el nombre de variedad de Stiefel, y es tal que la aplicacion
[ es un difeomorfismo. En efecto, si v € S(p,R"), sea (O,¢) € Qp, tal que v € o),

L 9(0) — ¢(0) coincide en su dominio con la identidad,

la aplicacién ¢ o f o (po f)~
que es diferenciable en v. Como esto es cierto para todo v € S(p,R"), f es diferenciable y,

analogamente, f~! también lo serd, lo que prueba que f es un difeomorfismo.

Probemos ahora que (S(p, R™),Qg) tiene una variedad cociente difeomorfa a (G(p, R™), Q¢q).
Para ello recurriremos al resultado de la proposicién 5.2.1, es decir, buscaremos una submersién

suprayectiva de S(p, R™) en G(p, R"). Definimos la aplicacidn:
¢:S(p,R") — G(p,R") (5.47)

que asigna, a cada v € S(p, R"), el p-plano en G(p, R™) que tiene a f(v) por matriz representante.
Esta aplicacion es suprayectiva, pues todo p-plano en R™ tiene una matriz representante n X p
de rango p cuyas columnas determinan un p-marco en R™. Falta comprobar que ¢ es una

submersién, para lo que hay que ver, en primer lugar, que es diferenciable.

Sea v = (vi,...,vp) € S(p,R™) y sea (V,¢) € Qg tal que v € V, entonces 1(v) serd un
vector de R™, que podemos escribir en forma de matriz n x p de rango p. Transformando dicha
matriz en su forma canénica quedara determinado el conjunto « de las posiciones de las p filas
linealmente independientes, que definirdn una carta (U,, o) € Q¢ tal que ¢(v) € U, (véase
el ejemplo 1.2.7 en el que se construye la estructura diferenciable p(n — p)-dimensional sobre

G(p,R"™)). Tenemos asi dos cartas, (V, 1) de la variedad de Stiefel y (Uy, ¢o) de la variedad de
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Grassmann, tales que v € V| ¢(v) € Uy, ¢(V) C U, v la aplicacion:

Va0 poth L (V) — @a(Us) (5.48)

esta formada por funciones racionales, cuyos denominadores no se anulan, ya que se han obtenido
a partir del producto de una matriz por la inversa de una submatriz. En consecuencia, @q0¢oth™!
es diferenciable en 1 (v), luego ¢ es diferenciable en v. Como esto es cierto para todo v €

S(P,R™), queda probado que ¢ es diferenciable.

Para ver que ¢ es una submersion usaremos la proposicion 5.1.4. Buscaremos, para cada
v € S(p,R™), una aplicacién diferenciable g : U C G(p,R"™) — S(p,R") tal que pog =1dy y

g o ¢(v) = v. Para ello, consideramos la carta global

(S(p.R"),€) = (f (M, R)), @lae )0 ) (5.49)

construida segin 5.46, donde (M, x,(R),¢) denota la carta global de Qa4. Denotaremos por
(Y11, Y12, - -, Ynp) & sus funciones coordenadas y por Y a la matriz n x p con entradas ;;,
i=1,...,n,7=1,...,p. Siv € S(p,R"), denotaremos por Y (v) a la matriz que tiene por
entradas las coordenadas y;;(v), ¢ = 1,...,n, j = 1,...,p. Si o es una secuencia ordenada de
enteros entre 1 y p, denotaremos por Y, (v) a la submatriz de Y (v) formada por las filas en las
posiciones de a y por W, (v) a la submatriz de Y (v) formada por las filas restantes. Para cada
v € S(p,R"), elegimos « tal que Y, (v) es no singular y definimos la aplicacién:

. U, C G(p,R") — S(p,R"
g (p,R™) (p,R™) (5.50)

donde (Uy, ¢q) es la carta de Qg dada por la secuencia a 'y v € S(p, R™) queda definida a partir

de sus coordenadas en R™ como:
Ya('Y) = Ya(v) Wa(')’) = Zoa(ﬂ-)ya(v) (5‘51)

donde, tal y como se introdujo en el ejemplo 1.2.7, Z,(7) es la submatriz de la representante
canénica de m € U, formada por las filas no incluidas en a. Para cada v € S(p,R"), g define

una aplicacién diferenciable que satisface, por construccién, ¢ o g = Idy, y g o ¢(v) = v. Por la



GRUPOS DE TRANSFORMACIONES 73

proposicién 5.1.4, ¢ es una submersién y, como es suprayectiva, la proposicién 5.2.1 define una

variedad cociente de S(p, R") difeomorfa a G(p, R").

Proposicién 5.2.2. Sea (X, 2) una variedad diferenciable y R una relacién de equivalencia en
X. Si X/R es una variedad cociente, entonces no existe ninguna otra estructura diferenciable

distinta salvo difeomorfismo en X/R que la convierta en una variedad cociente.

Demostracion. Denotemos por {2x/g la estructura diferenciable de la variedad cociente X /R
y sea € otra estructura diferenciable sobre X/R tal que X/R es una variedad cociente de X
por R. Veamos que las variedades (X/R,Qx/r) v (X/R,§) son difeomorfas, es decir, que la
aplicacién identidad Id : (X/R,Qx/p) — (X/R, ') es un difeomorfismo. Si denotamos por 7y
7' a las proyecciones canénicas de (X, ) en (X/R,Qx/r) y (X/R, ) respectivamente, entonces
7' =1Id oy, por la proposicién 5.1.5, Id es diferenciable. Igualmente, 7 = Id~! o «’, luego por
el mismo argumento Id ! es diferenciable. Como la biyectividad de la identidad es conocida, Id

es un difeomorfismo y las variedades (X/R,Qx/g) y (X/R,§) son difeomorfas. O

Proposiciéon 5.2.3. Toda variedad cociente de una variedad que verifica el segundo axioma de

numerabilidad verifica también dicho axioma.

Demostracion. Sea (X, ) una variedad diferenciable n-dimensional, R una relacién de equiva-
lencia en X y X/R una variedad cociente. Si (X, Q) verifica el segundo axioma de numerabilidad,
existe una base numerable de 7x, B = {B, }nen. Consideramos B = {7(By,) }nen. Usando que
la aplicaciéon 7 es abierta y que B, € 7, es claro que 7(B,) € Tx/g- Por otro lado, dado
W € Tx/R, por ser m una submersion de X en X /R, es diferenciable y por la proposicién 2.2.2
es continua, de manera que 7 1(W) € 7x, por tanto 7~ (W) serd unién arbitraria de abiertos
basicos de B, entonces, por ser m suprayectiva, W serd igual a la imagen por 7 de dicha unién
arbitraria y consecuentemente serd unién arbitraria de abiertos de B. Se concluye asi que B es

una base numerable de Ty . O

5.3. Grupos de transformaciones

Definicién 5.3.1. Sea (X, Q) una variedad diferenciable n-dimensional y (G, -) un grupo. Se dice
que G actia como un grupo de transformaciones sobre X si existe una aplicacion 0 : Gx X — X

tal que:
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i) Para cada g € G, la aplicacién

Oy: X — X (5.52)
x +—> bOy(x) =0(g,)

es un difeomorfismo. En ese caso 0, se denomina transformacion.
i) 0(g1,0(92,2)) = 0(g192,2) V1,92 € G, Vo eX.
En ese caso la aplicacion 0 recibe el nombre de accion.

Dada una acciéon 6§ de G como grupo de transformaciones sobre X, definimos el siguiente
homomorfismo de grupos, donde (Dif(X), o) es el grupo de difeomorfismos de X con la operacién

composicion:
0*: G — Dif(X)
(5.53)
g +— 0%*(g) =40,
Esta aplicacion asigna a cada elemento del grupo su correspondiente transformacion y es, efec-

tivamente, un homomorfismo. Si gi,92 € G, 6*(g192) = 04,4, que, por la condicién (ii) de la

definicién 5.3.1, acttia sobre los elementos de X como:

0g19:(x) = 0(g192,7) = 0(g1,0(92, ) = 04, (0(g2, ) = 04, (6g,(x)) = Oy, © 04, (). (5.54)

Reciprocamente, todo homomorfismo de grupos 6* : G — Dif(X) define una acccién 6 de

G como grupo de transformaciones sobre X como:

: GxX — X
(g,) = 0(g,z) = (0"(9))(z).

(5.55)

La aplicacién 6 es efectivamente una accion de G sobre X, pues para cada g € G, las transfor-

maciones 6, = 0*(g) son difeomorfismos y, Vg1,92 € G, V& € X:

0(g1,0(g2, %)) = 0(91)(0" (92)(x)) = (0"(g1) 0 0" (92))(z) = 0" (g9192)(x) = O(g192, ),  (5.56)

por ser 8* un homomorfismo de grupos.

Observacién 5.3.1. En las condiciones de la definicién 5.3.1, si e denota el elemento neutro

del grupo G, entonces 0, = Idx. En efecto, como 6* es un homomorfismo de grupos, 6*(e) =
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e = Idx. Ademds, para todo g € G se verifica ;-1 = (05)71, pues:
ldx =6"(e) = 0"(99™") =07(9) 00" (9™") & 0" (g7 1) = (0°(9)) " & 0,1 = (6)"".  (5.57)

Definicién 5.3.2. Sea (X, () una variedad diferenciable n-dimensional y (G,-) un grupo que
actlia como grupo de transformaciones sobre X. Si 6 denota la acciéon del grupo y e su elemento
neutro, se dice que (G, -) actla fielmente sobre X si, para todo g € G tal que 0, = Idx, entonces

g = e necesariamente. En ese caso se dice que la accién 6 es fiel.

Definiciéon 5.3.3. En las condiciones de la definicién anterior, se dice que G actia libremente
sobre X si, para todo g € G tal que 04(x) = x para algin x € X, entonces g = e necesariamente.

En ese caso se dice que la accion 0 es libre.

Proposicién 5.3.1. Sea (X,)) una variedad diferenciable n-dimensional y (G,-) un grupo
actuando como grupo de transformaciones sobre X. Si 6 denota la acciéon del grupo y 6* el
homomorfismo de grupos definido en 5.53, existe una accién del grupo (G/Ker(6*),-) sobre X,

que ademas es fiel.

Demostracion. Sea la aplicacion:

¢: G/Ker(0*) x X — X
(9Ker(6*),2) +— @(gKer(0*),z) =0(g,x).

(5.58)

Las aplicaciones ¢gier(g+) = 0y son difeomorfismos por ser 6 una accién y, para todo giKer(6"),

g2Ker(6*) € G/Ker(6*) y todo x € X:

p(g1Ker(07), p(g2Ker(07), x)) = p(g1Ker(0%), 0(g2, x)) = 0(g1,0(g2, ) = 0(g192, 7) =

p(9192Ker(07), z) = o((g1Ker(67))(g2Ker(67)), ),

luego ¢ define efectivamente una accién del grupo G/Ker(6*) como grupo de transformaciones

sobre X. Para ver que es fiel, sea g € G tal que ¢gger(p+) = Idx. Entonces:
Og(z) = Idx = g € Ker(0") = gKer(0") = eKer(6") = eq/ker(6+), (5.59)

luego la accién es fiel. O
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Si (G,-) es un grupo actuando como grupo de transformaciones sobre una variedad dife-
renciable n-dimensional (X, ), se puede definir la relacién siguiente sobre los elementos de X.

Dados p,q € X:

p~qg<edge G tal que g =0(p), (5.60)

donde 6 denota la accion del grupo. 5.60 define una relacién de equivalencia en X. En efecto,

para todo p,q,r € X:

i) Reflexividad: p ~ p, pues 6(e, p) = p para todo p € X,
it) Simetria: p~q< 3geG:q=04(p) ©p="0,1(q) & q~p,

i13) Transitividad: p~q, g~7 < 391,920 € G:q=104,(p), 7 = 0g,(q) = b4,(04,(p)) =

= 99192 (p) > p~T.

Definicion 5.3.4. Las clases de equivalencia de la relacién 5.60 reciben el nombre de drbitas.

Sipe X, la drbita en G de p serd su clase de equivalencia por dicha relacién:

Orbe(p) = {0y(p) : g € G}. (5.61)
Si p € X es tal que Orbg(p) = {p}, p se llama punto fijo.

En las condiciones anteriores, el conjunto cociente resultante recibe el nombre de espacio de

orbitas de la accién y se le denota por X/G.

Definicién 5.3.5. Sea (G,-) un grupo actuando como grupo de transformaciones sobre una
variedad diferenciable n-dimensional (X, Q). Se dice que G actua discontinuamente si para cada

p € X existe un entorno abierto U, de p tal que

0(g,U,)NU, =0 VegeG, (5.62)

donde 6 denota la accién del grupo.

Es claro que todo grupo que actia de forma discontinua sobre un conjunto lo hace también
libremente. En efecto, si G actia discontinuamente sobre X y 604(p) = p para algin p € X,

g € G, entonces p € U,N0,4(U,) donde U, es el entorno abierto de p que proporciona la hipotesis
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de acci6én discontinua. Como U, N 0,(U,) = () para todo e # g € G, necesariamente g = e y la

accién es libre. El reciproco sin embargo no es cierto, como muestra el ejemplo siguiente.

Ejemplo 5.3.1. Sea el grupo aditivo Z x Z y el conjunto R.. Definimos la accién de Z x Z sobre

R dada por:

0: ZxZxR — R
(5.63)

(z1,29,7) +—— 71+ az + Bz,

donde a, f € R distintos de cero y con «/f irracional. Veamos que 6 define efectivamente una

accion:
i) 6(0,0,r) =,

i1) 0(z1,22,0(q1,q2,7)) = 0(q1,q2,7) +az1+ Pz =r+a(z1+q)+B(z2+q) =0(z1+q1, 22+
q2,7) = 0((21,22) + (q1,92),7),

con z1,22,q1,q2 € Z y r € R. 0 define una acciéon que ademas es libre:

0(z1,29,7) =r=r=r+az + Pz =azn +L2=0= gzl + 29 =0, (5.64)

g

si z1 # 0, entonces

S=_2 (5.65)

lo que no es posible porque «/f3 es irracional por hipétesis, luego m = n = 0. Finalmente, veamos
que la accién no es discontinua. Dado r € R, sea U cualquier entorno abierto suyo, es decir, una
unién de intervalos abiertos de R conteniendo a r. La accién de un elemento (z1,292) € Z X Z
sobre r corresponde a una traslacién de r en el eje real, 0(z1, z2,7) = 1+ az1 + Sz2. Pero siempre
serd posible tomar z1, zo tan pequefnios como sea necesario para que 7+ az1 + Bz esté dentro de
alguno de los intervalos anteriores, de manera que r € U N 0((z1,22),U) y por tanto la accién

no es discontinua.

Proposicién 5.3.2. Sea (G,-) un grupo que actia libremente como grupo de transformacio-
nes sobre una variedad n-dimensional (X, ). Si X/G es una variedad cociente n-dimensional,

entonces la accién es discontinua.

Demostracion. Si X/G es una variedad cociente n-dimensional, entonces la proyeccién canénica

7 es una submersién. Por la proposicién 5.1.4, para cada p € X existe una aplicacién diferenciable
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g:UCX/G— X tal que mog=1Idy y go f(p) = p, es decir, existe un entorno U = g(U) de
p en el que 7 es inyectiva. Como la accién es libre, U N é(g, U) es vacio salvo que g = e, lo que

prueba que la accién es discontinua. O

Teorema 5.3.3. Sea (X, Q) una variedad diferenciable n-dimensional y sea (G, -) un grupo que

actia discontinuamente sobre X. Entonces, X/G es una variedad cociente n-dimensional.

Demostracion. Sea p € X y denotemos por 6 la accién del grupo. Por hipotesis, G actiia disconti-
nuamente sobre X, luego existe un entorno abierto U, de p tal que Ve # g € G, U,N0(g,U,) = 0.

Se considera la aplicacion

mly,: Up — w(Up) (5.66)
y — Orbg(y) = [y,

que es biyectiva. En efecto, si [y1] = [y2], entonces y; € Orbg(y2) y y1 = 64(y2) para algin
g € G, de modo que y; € 0(g,Up,) N U, y necesariamente g = e.

Sea (O, ¢) una carta n-dimensional de (X, 2) tal que p € O y sean:

0 =n(0NU,), (5.67)
P = orlony,- (5.68)

Para cada p € X, el par (O,%) es una carta sobre el conjunto X/G, pues las aplicaciones

® : O — R son inyectivas por serlo ¢ y W|6%Up, y

2(0) = (porlohy,) (F(ONT)) = w(ONTy) (5.69)

es abierto por ser ¢ una carta sobre X. Veamos ahora que el conjunto de todas estas cartas
define un atlas sobre X/G. Para ello sean (O1,%71) y (O2,%3) dos cartas sobre X/G construidas
a partir de las cartas (O1, 1) y (O2, p2) sobre X y los puntos p; € O1 y p2 € Oq, respectivamente.

Supongamos que O; N Oy # () y veamos que ambas cartas son compatibles.

Los conjuntos $1(01 N O3) y $2(0O1 N O3) son abiertos, pues

?1(01 N 02) = p1(01 NUy, N Oz NUy,), (5.70)

©2(01 N 03) = pa(01 NUp, N O3 NUyp,), (5.71)
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que son abiertos por ser (; y g cartas sobre X. Falta comprobar que @3 o @7 ! es de clase C™

en un entorno de cada z¢ € (01 N O3).

Sea zZg = @_l(xo) € 01N O;. Como 5.66 es biyectiva, existe un tinico zy € O1 N Up, tal que
m(z0) = Zo y, como Zy € (O N Up, ), existe un tnico g € G tal que O4(zp) € Oz N Up, (usando
5.62). Tomamos un entorno U, C O1NU,, suficientemente pequenio para que 0,4(U,) C O2NU,,

y elegimos A = ¢1(U,,), que contiene a xo:
20 = P1(20) = 10 7l5,np,, (70) = ¢1(20) € 1(Usy) = A. (5.72)
Si (01 NU,,) N (02N Up,) =0, entonces 7T|6;HUP2 o oy, coincide con 6
7T|6;0Up2 o oy, (2) = 7T|6;mUp2 (), (5.73)

que es el tnico elemento de O N U, en la misma érbita que z, luego necesariamente serd 6,(z).

Finalmente, en A:

@Oﬁ_l = (@2 O ﬂ‘éimUpz) [e) (7T|OlmUp1 (e} 801_1) et @2 O 99 o 801_1, (574)

que es diferenciable.

¢4(04)

Figura 5.3: Compatibilidad de cartas en la variedad cociente.
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Definimos entonces el atlas Qx/c = {(0,9) : (0,¢) € Q}, que determina una tnica es-
tructura diferenciable n-dimensional sobre X/G. La aplicacién 7 : X — X /G sera ahora una
aplicacién entre variedades diferenciables y, en los dominios de las cartas, un difeomorfismo.
Para comprobar esto tltimo tomamos una carta (O NUp, ¢) en (X, Q) construida como al inicio
de la demostracién, y la correspondiente (O, %) carta en (X/G,Qx /). Como 5.66 es biyectiva,

basta con probar la diferenciabilidad de 7|ony, y de n 1 |5 La comprobacién es inmediata, dado

(1,...,2n) € (ONU,):
Bomow Yxy,...,xp) = (x1,...,2n), (5.75)

y andlogamente se prueba para la inversa. Asi, para cada p € X existe una aplicaciéon diferen-
ciable 771 : 0 € X/G — X tal que o~ ! = Idgz y 71 o m(p) = p, luego, por la proposicién

5.1.4, 7 es una submersiéon y X/G una variedad cociente n-dimensional. O

Proposicion 5.3.4. En las condiciones del teorema anterior, si para todo par de puntos p,q € X

de érbitas distintas, p ¢ Orbg(q), existen entornos abiertos V,, de p y V; de ¢ tales que:
0,Vp)NVyg=0 Vgega, (5.76)
donde 6§ denota la accién del grupo, entonces las variedades (X,€) y (X/G,Qx/q) son Ts.

Demostracion. Veremos en primer lugar que la variedad cociente (X/G,Qx /) es To. Sean p # @
puntos distintos de X/G, p,q € X tales que 7(p) =D, 7(q) =7y Vp, V5 los entornos respectivos
de p y q dados por la hipétesis. m(V}) es un entorno abierto de p en X/G, pues es la imagen de
un abierto por la aplicacién 7, que es difeomorfismo en los dominios de las cartas y por tanto
abierta. Igualmente se tiene que m(Vj) es un entorno abierto de g en X/G, luego solo falta ver
que son disjuntos. Si existiera un z € (V) Nm(V;), entonces Z = m(z) para algin z € V), y, por
otro lado, existirfa un elemento en Orbg(2) que estd en V, es decir, 3¢ € G tal que 6,4(z) € V,,

de manera que 6,4(z) € V;N0y(V,), lo que contradice la hipétesis.

Comprobaremos finalmente que la variedad diferenciable (X, Q) es Th. Sean p # ¢ puntos
distintos de X. Si p y ¢ estan en distintas 6rbitas, basta tomar los entornos abiertos V, y V, que
proporciona la hipétesis para separar los puntos. Si estan en la misma o6rbita, recordando que
la accién es discontinua se toma un entorno U, de p tal que 0,(U,) N U, = 0 para todo g € G,

donde 6,4(U,) serd un entorno de ¢ para algin g € G, pues ¢ € Orbg(p). O
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Observacion 5.3.2. Acabamos de probar que si G es un grupo que actia discontinuamente
sobre una variedad diferenciable n-dimensional X, el cociente X/G adquiere estructura de va-
riedad diferenciable n-dimensional. Resulta interesante preguntarse si la topologia que induce
la estructura diferenciable del espacio de orbitas coincide con la topologia cociente, que se suele
asignar a este tipo de conjuntos. Recuérdese que, si 7 : X — X/G asigna a cada elemento de X
su clase de equivalencia, los abiertos de la topologia cociente se definen como los subconjuntos
U C X/G tales que 7~ 1(U) es abierto en X. Para comprobar que ambas topologias son la mis-
ma basta comprobar que las aplicaciones de las cartas 5.67 son homeomorfismos en la topologia

cociente. Sea (O, ) una carta de X, p € Oy (0,9) la carta correspondiente en X /G construida

segin 5.67. Si V' C (0O) es un abierto,
7 (V) = (7lu,no 0™ (V) = 7ly,no (e~ (V) (5.77)

que es abierto en la topologia cociente por ser ¢! (V) un abierto en X. Reciprocamente, si U

es un abierto de X/G en la topologia cociente,

2(0) = (pomlylno) ) = ¢l no (D)), (5.78)

que es un abierto euclideo por ser la imagen por ¢ de un abierto en X. Asi, las aplicaciones de
las cartas 5.67 son homeomorfismos en la topologia cociente y por tanto esta topologia coincide

con la que induce la variedad cociente construida en el teorema 5.3.3.

Observacion 5.3.3. Si el espacio de d6rbitas X/G construido segin el teorema 5.3.3 es Ts, las
érbitas de los elementos de X en G son subconjuntos cerrados de X. En efecto, si X/G es T3 sus
conjuntos unipuntuales seran cerrados, y sus antiimagenes por la aplicacién 7, que es cerrada

en los dominios de las cartas, seran cerrados en X.

Como hemos visto, para que un espacio de orbitas (de un grupo actuando sobre una va-
riedad diferenciable) adquiera estructura de variedad diferenciable es necesario que la accién
sea discontinua. Esta condicién puede ser dificil de comprobar, pero en algunos casos resulta
equivalente al cumplimiento simultdneo de otras menos restrictivas, como ocurre con los grupos

finitos.
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Proposicion 5.3.5. Sea G un grupo finito actuando sobre una variedad diferenciable n-dimensio-
nal y T X. Si G acttia libremente sobre X y las transformaciones son continuas, entonces el

espacio de 6rbitas X/G es una variedad diferenciable n-dimensional y T5.

Demostracion. Sea G = {g1,...,gm} con g1 = e, 0 la accién del grupo y p € X. Como la accién
es libre, para todo i,j = 1,...,m con i # j se tiene 04, (p) # 0,4,(p) y, como X es T3, existen
entornos abiertos U; de cada 0, (p) tales que para i # j, U;NU; = (. Ademads, las transformaciones
6, son continuas, luego existird un entorno U de p tal que 6,,(U) C U; para todo i =1,...,m.
Entonces, U N6, (U) C U1 NU; =0 para ¢ = 2,...,m, de manera que la accién es discontinua

y por 5.3.3 el espacio de 6rbitas adquiere estructura de variedad diferenciable n-dimensional.

Veamos por ultimo que la variedad cociente es T5 en este caso. Sean p,q € X tales que
q ¢ Orbg(p). Entonces, existe un entorno abierto U, de p tal que U, N 04(U,) = 0 para todo
e # g € G. Pero q # 6,4(p) y la érbita de p es finita, luego puede reducirse el tamafo de U hasta
encontrar un U entorno abierto de ¢ tal que U N0y(U) = 0, de modo que se satisface la hipdtesis

de 5.3.4 y el espacio de érbitas es Tb. O

5.4. Dominios fundamentales

Definicién 5.4.1. Sea (X, (2) una variedad diferenciable n-dimensional y (G,-) un grupo ac-
tuando libremente como grupo de transformaciones sobre X. Si un subconjunto F' C X contiene
exactamente un punto de cada clase de equivalencia, su clausura F recibe el nombre de dominio

fundamental.

Si denotamos por ~ la relacion de equivalencia que determina la acciéon del grupo, en el

subconjunto F' C X queda inducida una relacién de equivalencia ~ dada por:
prq&ep~q Vp,qEF. (5.79)

Dotando a F de la topologia TX |- de subespacio y al conjunto cociente F'/~ de la topologia

cociente T /o la proyeccién candnica:

n: F — F/z (5.50)

p = 1) = [pl,
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donde [p]~ denota la clase de equivalencia de p € F por la relacién =, es continua. Esto es
inmediato por como se define la topologia cociente. Si denotamos por 7 a la proyeccién candnica
m: X — X/G, definimos la aplicacién:

vi F/l~ — X/G (5.81)

np) — w(p)

1

que es una biyeccién. En efecto, como v = mon~! y m y ™! son suprayectivas, v también lo seré.

La inyectividad es inmediata tal y como estd definida la relaciéon de equivalencia en F, pues si
m(p1) = 7(p2) para algin par p1,ps € F, entonces py ~ p < p1 = pa < 1(p1) = n(p2). Ademés,
la aplicacién v es continua, puesto que si W es un abierto en X/G, n=t(v=1(W)) = =~} (W)NF.
Como vimos en la observacién 5.3.2, la topologia que induce la variedad cociente X/G coincide
con la topologfa cociente, de manera que 7~ (W) es un abierto de 7x, 1 (v~1(W)) un abierto

de 7x|z y v~ (W) un abierto de T/

Ya hemos probado que v es una biyeccién continua. El objetivo ahora es encontrar alguna
restriccién sobre F' para que v sea ademés un homeomorfismo. Si A C X y 8 denota la accién

del grupo (G, -), definimos Kr(A) como el conjunto:
Kp(A)={g€ G:0,(A)NF #0}. (5.82)

Definicién 5.4.2. Sea (X, ) una variedad diferenciable n-dimensional, (G, -) un grupo actuan-
do libremente como grupo de transformaciones sobre X y F' C X. Diremos que la clausura F es

normal si para cada p € X existe un entorno V de p tal que Kr(V) es finito.

La condicién de normalidad es una restriccién muy fuerte y por lo general es dificil encontrar
un dominio fundamental normal. Probaremos ahora el lema siguiente, necesario en lo sucesivo

y que muestra la necesidad de tomar la clausura F a la hora de definir el dominio fundamental.

Lema 5.4.1. En las condiciones anteriores, si F' C X es tal que F es un dominio fundamental
normal, entonces para cada punto p € X existe un entorno abierto U, de p tal que Krp({p}) =

KF(Up)-

Demostracién. Seap € X. Como F es normal, existe un entorno V de p tal que Kr(V) es finito.
Como p € V, Kr({p}) € Kp(V), luego existird un nimero finito de elementos g¢1,...,9, € G
tales que g1,...,9» € Kp(V)\Kr({p}). Si 6 denota la accién del grupo, las iméagenes 6, (p)
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perteneceran al abierto X\ F (no pueden pertenecer a F'y tampoco a F, pues en ese caso todos
los entornos de 6, (p) cortarian a F, lo que no es posible). Asi, para cada i = 1,...,r existira
un abierto W; € 7x tal que 0,,(p) € W; C X\ F. Como las transformaciones 6, son continuas,

la interseccion

-1
U= () 0, (W) (5.83)
i=1,...,r
serd un abierto en X que contiene a p. Ademaés, U, estd contenido en V' y los elementos g1, ..., g,

no pertenecen a Kp(U,). Como Kr({p}) C Kr(U,) C Kr(V), se concluye que Kp({p}) =
Kp(Uy). O

Proposicién 5.4.2. Sea (X,€)) una variedad diferenciable n-dimensional, (G,-) un grupo ac-
tuando libremente como grupo de transformaciones sobre X y F C X. Si F es un dominio

fundamental normal, entonces la aplicacién v definida en 5.81 es un homeomorfismo.

Demostracion. Ya hemos visto que v es biyectiva y continua, luego solo tenemos que probar

1 1

que v~ ! es continua. Dado p € F veremos que v~ ! es continua en 7(p). Para ello, dado un
entorno W de v~!(n(p)) = n(p) en F/~ determinaremos un entorno U de 7(p) en X/G tal que

Vﬁl(U ) C W. Supongamos que podemos encontrar un entorno U de p en X tal que:

Fna Y=x(U)) cn t(W). (5.84)

En ese caso tendriamos que:

v (m(U) = n(F na~H(a(U))) C n(n~ (W) = W. (5.85)

Como 7 es abierta, U = 7(U) serfa un conjunto abierto en X /G satisfaciendo la condicién que

buscamos. Por tanto, buscaremos un entorno abierto U de p verificando 5.84.

El conjunto 7' (W) es un subconjunto abierto de F, luego existird un abierto V € 7x tal
que 1 (W) = FNV. Supongamos que Kr({p}) = {g1,...,9:}, que es finito por la normalidad
de F. Si 6 denota la accién del grupo, como Kp({p}) C Kr(n~1(W)) las imégenes 6, (p), con
1 =1,...,r, pertenecen a n_l(W) y por tanto a V. Como las transformaciones son continuas,
existird un entorno abierto U; de p en X tal que 6;(U;) C V para cada i = 1,...,r. Por otro

lado, por el lema 5.4.1 existird un entorno abierto U, de p en X tal que Krp({p}) = Kr(U,).
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Entonces, el conjunto S; = U; N U, verifica:
Kr(S:) = Kr({p}), 0,(Si))CV  Vi=1,...,r (5.86)

Tomando la interseccién U de todos los S;, i = 1,..., 7, se tiene que Kp(U) = Kr({p}) vy que
Fnr Yn(U)) esta contenido en la unién de todos los conjuntos 6, (U), ..., 0, (U). Pero todos

estos conjuntos estdn en V', de manera que
FnrlnU) cFnV =ntW), (5.87)

y consecuentemente U satisface la condicion 5.84. O

Proposicién 5.4.3. Sea (X, 2) una variedad diferenciable n-dimensional, (G,-) un grupo ac-
tuando libremente como grupo de transformaciones sobre X y F un dominio fundamental. Si
existen dos puntos distintos en F' equivalentes bajo la relacién ~, entonces pertenecen a la

frontera de F.

Demostracién. Lo probaremos por reduccién al absurdo. Sean p,q € F tales que p~qy p € a ,
donde F denota el interior de F. Sea 6 la accién del grupo y g € G tal que ¢ = f4(p). Como
peF, gg(ﬁ‘) es un entorno de q. Pero ¢ € F, luego 09(15’) N F # (). Existe entonces r € F' tal
que 04(r) € F. Como p y ¢ son puntos distintos, g # e y, como la accién es libre, 8,(r) y r son

puntos distintos equivalentes en F, lo que contradice que F sea un dominio fundamental. O

Ejemplo 5.4.1 (Cilindro). Sea el grupo aditivo (Z, +) y la variedad diferenciable 2-dimensional
R? con el atlas identidad. La aplicacién:
9: ZxR?> — R?

(5.88)
(2, (2,y)) — (z+2y)

define una accién de (Z, +) como grupo de transformaciones sobre R2. En efecto, las aplicaciones

0,: R? — R?
(5.89)
(z,y) — (v+2,9)
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son difeomorfismos para cada z € Z y, si 21,29 € Z:

0(z1,0(22, (z,y))) = 0(21, (x + 22,9)) = (v + 21 + 22,y) = 0(z1 + 22, (x,y)). (5.90)

Ademss, la accién es discontinua. Para todo punto (z,7) € R?, existird un entero z € Z tal que

(z,y) pertenezca a una banda de la forma U} o a una banda de la forma U2:
Ul={(pg) eR?:z2<p<z+1} Ul={(p,q) eR*:2—-1/2<p<z+1/2}. (5.91)

Estas bandas satisfacen la condicién de la definicién 5.3.5, pues para todo 0 # z € Z, su imagen
por la transformaciéon 0, es la misma banda desplazada z unidades en la direccion del eje =,
que para ningin z cortard a la banda original. Por el Teorema 5.3.3, el espacio de érbitas
R?/Z adquiere una estructura de variedad diferenciable 2-dimensional, donde la estructura,
diferenciable viene inducida, de acuerdo con la demostraciéon del Teorema, por el atlas cuyas
cartas se definen a continuacién. Para cada p € R?, sea V, una de las bandas U}, U2 para un

z € Z tal que p € V. El punto p define una carta en R?/Z dada por:

(r(V2), 7 v, (5.92)

donde 7 denota la proyeccién canénica. Ya hemos construido una variedad cociente R2/Z 2-
dimensional a partir de la accién del grupo aditivo (Z,+) sobre R?. Consideremos ahora el

subconjunto:
F={(z,y) eR*:0<z < 1}. (5.93)
Las clases de equivalencia en el espacio de érbitas son de la forma
m(z,y) = {(z + 2z,9) e R*: 2z € Z}, (5.94)

luego F solo contiene un punto de cada clase de equivalencia. Su clausura, F, serd por tanto
un dominio fundamental, que es ademés normal. Esto se comprueba tomando cualquier entorno
acotado de un punto (z,y) € R2. Al estar acotado, solo podremos trasladarlo una cantidad
entera un nimero finito de veces en la direccién horizontal de manera que corte a la banda F'.

Por tanto, F' es un dominio fundamental normal. Si denotamos por = la relacién de equivalencia
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que induce la accién del grupo en F, por la proposicién 5.4.2 existe un homeomorfismo:
v:F/~x — R?/Z (5.95)

que, por la proposicién 5.4.3, identificard en la frontera a los puntos distintos equivalentes. En
este caso, la clasura F corresponde a la banda {(z,y) € R? : 0 < x < 1}, donde los tnicos
puntos equivalentes bajo ~ son aquellos de la forma (0,y), (1,y), que distan una unidad entera.

Asi, hemos construido un espacio topolégico F'/~ homeomorfo al cociente R?/Z.

8..(x;y) 8.1(x,y) (xy
......... Jrereedene e R R - e« e oo (0,y) (1)
F
0 1 2 0 1
U()2 U01 U12 U11
(a) Elementos de la clase de equivalencia de un (b) Dominio fundamental F', en el que se identifi-
punto (z,y) € R?. Las imégenes de las bandas can las bandas en rojo.
UL? son los dominios de las cartas de la variedad
cociente.

Figura 5.4: Construccién del espacio topolégico F/~ homeomorfo a R2?/Z.

Recordemos ahora el ejemplo 5.1.2, en el que habiamos construido la submersién 5.3 de R?
en S' x R. Esta submersién es suprayectiva, luego por la proposicién 5.2.1 existird una variedad
cociente de R? difeomorfa al cilindro S' x R. La demostracién del Teorema determina cudl es la
variedad cociente en cuestion. Si f es la submersion 5.3, la variedad cociente es la determinada
por la relacién de equivalencia 5.21, es decir, dos puntos (1, y1), (72, y2) € R? estén relacionados

si y solo si:

f(x1,y1) = f(x2,y2) & (cos(2mxy), sin(2mxy1),y1) = (cos(2mxs), sin(27xs), y2) & 1 = T2 + 2

Ay1 = yo para algin z € Z < (x9,y2) = 0,(z1,y1) para algun z € Z < (z1,y1) ~ (2,Y2),
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donde ~ denota la relacién de equivalencia que induce la accién del grupo. Por tanto, la variedad
cociente de R? difeomorfa a S! x R que nos proporciona la proposiciéon 5.2.1 es la misma que
la que induce la accién 5.88 del grupo aditivo (Z, +), es decir, R?/Z. En definitiva, hemos cons-
truido un espacio topolégico F'/~ homeomorfo a una variedad cociente R?/Z que es difeomorfa
al cilindro S' x R.. Recordando el resultado de la proposicién 2.2.6, concluimos finalmente que

el espacio F/ ~ es homeomorfo al cilindro S! x R.

Ejemplo 5.4.2 (Cinta de Moebius). Consideramos el grupo aditivo (Z,+) y la variedad dife-

renciable 2-dimensional dada por R? y el atlas identidad. La aplicacién:

0: ZxR?> — R?

(2, (z,9)) — (z+2,(=1)%)

(5.96)

define una accién de (Z, +) como grupo de transformaciones sobre R2. En efecto, las aplicaciones

9, R? — R?
(5.97)
(x,y) — (z+2,(-1)%)

son difeomorfismos por ser composicién de sumas y productos y, si z1, 22 € Z:

0(21,0(22, (2,9))) = 0(z1, (x + 22, (=1)2y)) = (z + 22 + 21, (= 1) 2y) = 0(21 + 20, (2, 7))

Para ver que la accién es discontinua recurrimos a los mismos conjuntos 5.91 que en el ejemplo
anterior, que satisfacen de nuevo la condicién de la definicién 5.3.5 (la traslacién anterior puede
venir acompanada ahora de una reflexién sobre el eje x, que no altera las intersecciones de las
bandas con otros conjuntos). Tenemos entonces un grupo (Z, +) actuando discontinuamente co-
mo grupo de transformaciones sobre R?, es decir, el espacio de érbitas R?/Z adquiere estructura
de variedad diferenciable 2-dimensional, donde el atlas que induce la estructura diferenciable se
construye de manera andloga al ejemplo anterior. La diferencia aparece cuando consideramos de
nuevo el subconjunto F' (5.93), cuya clausura vuelve a ser un dominio fundamental normal (el
razonamiento es idéntico, teniendo en cuenta que las reflexiones no alteran las intersecciones).
La relacién de equivalencia que determina la accién del grupo induce en F la relacién ~ y, por
la proposicién 5.4.2, el cociente F'/ ~ vuelve a ser homeomorfo al espacio de érbitas. Sin em-

bargo, la identificacién de los puntos de la frontera se ve alterada. En la clausura F, los puntos
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equivalentes seran ahora aquellos (z1,¥1), (72,%2) € F tales que, para algtn z € Z:
(T2,92) = Oz(z1,91) & (v2,02) = (w1 + 2, (-1)y) S w2 =31+ 2 A g2 = (=1)"y1. (5.98)
La tnica posibilidad en F es tomar z = 1 y los puntos de la forma:
(0,y) =~ (1,—y) VyeR. (5.99)

El espacio topolégico F/~, homeomorfo a la variedad cociente 2-dimensional R?/Z, recibe el

nombre de Cinta de Moebius.

0yy)

(1I-Y)

Figura 5.5: Cinta de Moebius.



Conclusiones

Uno de los objetivos principales de este trabajo era el de presentar una construccién de
las estructuras diferenciables sobre un conjunto no vacio que priorizara el enfoque topologico
y prescindiera de toda restriccion innecesaria. Esto es lo que se ha llevado a cabo en los dos
primeros capitulos, en los que se ha mostrado cémo el caracter topoldgico de la variedad puede
surgir de manera natural a partir de axiomas establecidos inicialmente sobre conjuntos sin ningin

tipo de estructura topolégica o algebraica.

Una vez construida la variedad diferenciable, se ha continuado con un estudio basico del resto
de pilares de esta teoria, como son la diferenciacién o las subvariedades. Dado que son estos los
puntos de partida de teorfas méas avanzadas en Geometria y Fisica, se ha considerado esencial
una introduccién firme y detallada. El trabajo se ha cerrado con un capitulo que introduce
las variedades cociente. Este bloque cierra ademads la linea constructiva de los dos ejemplos
principales que se van desarrollando desde diferentes puntos de vista a lo largo del trabajo: el

cilindro y las variedades de Grassmann.

En definitiva, se ha desarrollado una base sélida y detallada de la Teoria de Variedades Dife-
renciables, introduciendo sus fundamentos desde un punto de vista que prioriza un asentamiento
firme de los cimientos. Esto comprende el conocimiento de los diferentes enfoques que existen
y su justificacién segin a qué objetivos respondan, lo que permite una mirada amplia, plural y

aventajada a la hora de adentrarse en estudios mas avanzados.
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